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अवकलज के अनुप्रयोग 06 

राशियों के पररवततन की दर (Rate of Change of Quantities) 
माना कि x और y दो राशियााँ ऐसी हैं कि y िा मान x िे मान पर ननर्भर िरता है तथा यह 
ननर्भरता सम्बन्ध y = f(x) िे द्वारा ननरूपपत िी जाती है, जहााँ f ननर्भरता िे स्वरूप िो 
प्रिट िरता है। 

माना x में वदृ्धध δx िे संगत y में δy वदृ्धध होती है। तब, चर x िे सापेक्ष चर y िे 
पररवतभन िी औसत दर = δy

δx
 

अनुपात δy

δx
 िी सीमा जब δx →, x िे सापेक्ष y में तात्िाशिि पररवतभन िी दर िो ननरूपपत 

िरता है। इसे dy

dx
 या f’(x) से सूधचत िरत ेहैं। x = x0 पर f’(x) िा मान f’ (x0),x=x0 पर x 

िे सापेक्ष y में पररवतभन िी दर िो ननरूपपत िरता है। 
पुनः यदद x और y दोनों, तीसरे चर t िे सापेक्ष पररवनतभत होत ेहैं अथाभत ्x और y,t िे फिन 
हैं, तब 

 
उपयुभक्त सूत्र द्वारा एि चर िे पररवतभन िी दर िी गणना िी जा सिती है यदद दसूरे चर 
िे पररवतभन िी दर ज्ञात हो। 

उदाहरि 

उदाहरि: एि आदमी जजसिी ऊाँ चाई 180 सेमी है, एि बबजिी िे खम्रे् से 12 मीटर प्रनत 
सेिण्ड िी दर से पीछे हट रहा है। यदद बबजिी िे खम्रे् िी ऊंचाई 4.5 मीटर है, तो वह दर 
ज्ञात िीजजए जजस पर- 

(i) उसिी छाया बढ़ रही है, 
(ii) छाया िी छोर गनत िर रही है। 

हल: माना AB बबजिी िा खम्र्ा है, PQ आदमी है, Qc=x उसिी छाया है तथा t समय पर 
आदमी िी बबजिी िे खम्रे् से दरूी BQ = y है। तब, 
dy

dt
 =1.2 वह दर है जजस पर आदमी बबजिी िे खम्रे् से दरू हट रहा है तथा dx

dt
 वह दर है 

जजस पर छाया बढ़ रही है। 
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C छाया िी छोर है जो बबजिी िे खम्रे् से x+y दरूी पर है। 

 
वह दर है जजस पर छाया िी छोर गनत िर रही है। 

 
धचत्रानुसार t समय पर, 

 
अत: (i) छाया 0.8 मीटर प्रनत सेिण्ड िी दर से बढ़ रही है तथा (ii) छाया िी छोर बबजिी 
िे खम्रे् से 2 मीटर प्रनत सेिण्ड िी दर से पीछे हट रही है। 
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उदाहरि: एि घन िी िोर 7 सेमी/सिेण्ड िी दर से बढ़ रही है। जब घन िी िोर 10 सेमी 
िम्बी है, तब घन िा आयतन किस दर से बढ़ रहा है? 
हल: माना घन िी िोर a है। यदद समय t पर उसिा आयतन V हो, तो 

 

 
वर्तमान फलन (Increasing Functions) 
एि फिन f(x) वधभमान िहिाता है यदद अंतराि I में x िे बढ़ते मानों िे संगत इसिा मान 
बढ़ते हुए हो, जजसमें f(x) पररर्ापित हो,f(x) िा मान िर्ी र्ी नहीं घटता है, 

 
फलन f(x) अन्तराल I में वस्ततुः वर्धमान फलन कहलाता है यदि x के बढ़त ेमानों के संगत 
f(x) भी बढ़ते हुए हों, 
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वस्तुतः वधभमान फिन खुिे अन्तराि में हमेिा उस अन्तराि में वधभमान होता है। खुिे 
अन्तराि में वधभमान फिन उस अन्तराि में वस्ततुः वधभमान फिन नही ंहो सिता है। उपयुभक्त 
धचत्र में अन्तराि (a,d) में फिन y= f(x) वधभमान है। किन्त ुयह (a,d) में वस्ततुः वधभमान 
नहीं है। यह (a, b) और (c, d) में वस्ततुः वधभमान फिन है। 

 
ज्याशमतीय रूप से वस्तुतः वधभमान फिन िा अथभ है कि हम (a, b) में वक्र िे अनुददि बायें 
से दायें जात ेहैं तो वक्र ऊपर िी ओर बढ़ता है। इस जस्थनत में x िा पवचिन R और f(x) 
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िे संगत पवचिन f(x+h)-f(x) िा धचन्ह एिसमान होता है, अथाभत ्वे या तो धनात्मि या 
ऋणात्मि होंगे, इस प्रिार हैं 

 
हमेिा धनात्मि होता है। 
पविोमतः यदद f"(x) धनात्मि है, तब h िे छोटे मान िे शिये र्ी f(x+h)-f(x) तथा h िे 
धचन्ह समान होत ेहैं। 
अथाभत ्यदद h>0, तब x+h>x ⇒ f(x+h) > f(x) तथा h<0, तब x+h<x ⇒ f(x+h)<f(x). 
इससे स्पष्ट है कि f(x), x िा वधभमान फिन है। 
दसूरे रूप में, धचत्र से स्पष्ट है कि f(x), (a.b), में वधभमान फिन है, तब वक्र y= f(x) िे 
किसी बबन्द ुपर खींची गई स्पिभ रेखा X-अक्ष िी धन ददिा िे साथ न्यून िोण θ बनाती 
है। 

 
ह्रासमान फलन (Decreasing Functions) 
एि फिन f(x) ह्रासमान फिन िहिाता है, यदद अन्तराि में िे बढ़त ेमान िे संगत जो 
पररर्ापित हों, y िा मान िर्ी र्ी बढ़त ेहुए नही ंहोता है अथाभत ्

 
फिन f(x) अन्तराि I में वस्तुतः ह्रासमान फिन िहिाता है, यदद x िे बढ़त ेमान िे 
संगत f(x) िा मान हमेिा घटत ेहुए होता है अथाभत ्

 
वस्तुतः ह्रासमान फिन खुिे अन्तराि में हमेिा उस अन्तराि में घटत ेहुये होता है। खुिे 
अन्तराि में ह्रासमान फिन उस अन्तराि में वस्तुतः ह्रासमान फिन नही ंहो सिता है। धचत्र 
से स्पष्ट है कि (a,d) में y = f(x) ह्रासमान फिन है, किन्त ुयह (a,d) में वस्तुतः ह्रासमान 
नहीं है। यह(a,b) और (c,d).में वस्तुतः ह्रासमान है। 
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ज्याशमतीय रूप में वस्तुतः ह्रासमान फिन िा अथभ है कि (a,b) में वक्र िे अनुददि बायें से 
दायें जात ेहैं तो वक्र धगरता है। इस जस्थनत में x िा पवचिन h िे संगत f(x) िा पवचिन 
f(x+h)-f(x) िा धचन्ह पवपरीत होता है, इस प्रिार है- 

 
हमेिा ऋणात्मि होता है। 

 
पविोमतः यदद f"(x) ऋणात्मि है, तब सवभप्रथम हम शसद्ध िरेंगे कि f(x),x िा ह्रासमान 
फिन है। 
दसूरे रूप में, धचत्र से स्पष्ट है कि अन्तराि (a,b)में ह्रासमान फिन है, तब वक्र y= f(x) िे 
किसी बबन्द ुपर खींची गई स्पिभ रेखा X-अक्ष िे धन ददिा िे साथ अधधि िोण θ बनाता 
है। 
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नोट- 
(i) एि फिन f(x)अन्तराि (a,b) में एिददष्ट िहिाता है, यदद यह या तो वधभमान हो या 

ह्रासमान हो। 
(ii)  एि फिन f(x) बबन्द ुx0 पर वधभमान (ह्रासमान) िहिाता है, यदद यह अन्तराि (xo -

h,xo +h) में xo इस प्रिार है कि f(x),(xo -h,xo +h) में वधभमान (ह्रासमान) है। 
(iii)  एि फिन f(x),[a,b] पर वधभमान (ह्रासमान) िहिाता है यदद यह (a,b) पर वधभमान 

(ह्रासमान) है और यह x = a और x = b पर र्ी वधभमान (ह्रासमान) हो। 
(iv)  फिन f(x)िे शिये x =x0 िे मान िो क्राजन्ति मान िहते हैं यदद या तो f’(x) = 0 या 

f’(x) पवद्यमान नही ंहै। बबन्द ु[xo.f(xo)] वक्र y=f(x) िे क्राजन्ति बबन्द ुिहिाती है। 
(v) याद रखन ेयोग्यः 

 
फलन f(x) के वर्तमान या ह्रासमान ज्ञात करने की कायतववधर् 
फिन f(x) वधभमान या ह्रासमान है, तो अन्तराि ज्ञात िरना 

(i) f’(x) ज्ञात िरना। 
(ii)  f"(x)= 0 रखिर f(x) िे क्राजन्ति मान ज्ञात िरना। 
f(x) िे प्रान्त िो इन क्राजन्ति मानों से पवशर्न्न खुिे अन्तरािों में पवर्ाजजत िरते हैं, 
जहााँ f(x) या तो वधभमान या ह्रासमान होगा। 
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(iii) यदद n क्राजन्ति बबन्द ुहै तो सामान्य रूप में (n+1) अन्तराि होंगे। 
(iv) प्रत्येि अन्तराि में f(x) िा धचन्ह ज्ञात िरत ेहैं। इससे फिन f(x) िी प्रिृनत जानी 

जाती है। 

स्पित रेखाएँ एवं अशिलम्ब 
प्रस्तावना (Introduction)- हम देख चुिे हैं कि वक्र िे किसी बबन्द ुपर स्पिभ रेखा िा ढाि 
(प्रवणता) उस बबन्द ुपर अवििज िे मान िे बराबर होता है। अवििज िे इस ज्याशमतीय 
महत्त्व िा उपयोग हम स्पिभ रेखाओ ंिे समीिरण, अशर्िंब तथा दो वक्रों िे बीच िा िोण, 
ज्ञात िरन ेमें िरेंगे। 
व्यंजि-माना P(x,y) तथा Q(x+6x,y+6y), वक्र by = f(x) पर दो बबन्द ुहैं, जो कि धचत्र में 
दिाभया गया है। जब 

 
बबन्द ुQ वक्र िे अनुददि चििर, बबन्द ुP िे अत्यंत नजदीि प्रवतृ्त होता है, तब जीवा PQ 
िी सीमान्त जस्थनत बबन्द ुP पर वक्र िी स्पिभ रेखा िहिाती है। जीवा PQ िा समीिरण है 

 
अथवा 
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उदाहरि: 
उदाहरि: दिाभइए कि वक्र x = y2 और xy = k एिदसूरे िो समिोण पर िाटत ेहैं यदद 
8k2=1. 
हल: दत्त वक्रों िे समीिरण हैं 
x = y2  ...(1) 
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उदाहरि: वक्र y=x3-2x2-x पर उन बबन्दओुं िो ज्ञात िीजजए, जजन पर स्पिभ रेखाएं, रेखा 
y=3x-2 िे समान्तर हैं। 
हल- माना अर्ीष्ट बबन्द ु(x1,y1) है। दत्त वक्र है, 

 
दी हुई रेखा y=3x-2 िी प्रवणता 3 है। 
∴ बबन्द ु(x1,y1) पर स्पिभ रेखा दत्त सरि रेखा िे समान्तर है। 

 
चूाँकि, बबन्द ु(x1,y1) वक्र (1) पर जस्थत है, अतएव 
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उदाहरि: वक्र x2+2y2-4x-6y+8=0 िे उस बबन्द ुपर अशर्िंब िा समीिरण ज्ञात िीजजए, 
जजसिा रु्ज 2 है। 
हल: वक्र िा समीिरण है- 

 
इस प्रिार, हमें बबन्द ु(2,1) और (2,2) पर अशर्िम्बों िे समीिरण ज्ञात िरना है। 
अब, समी. (1) िो x िे सापेक्ष अविशित िरने पर, 

 
इस प्रिार, (2,1) पर अशर्िम्ब िी प्रवणता, 

 
∴ (2,1) पर अशर्िम्ब िा समीिरण है- 
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उदाहरि: वक्र 3x2 - y2 = 8 पर अशर्िम्ब िा समीिरण ज्ञात िीजजए, जो रेखा x+3y=4 िे 
समान्तर है। 
हल: माना (x1,y1) वक्र 
3x2 - y2 = 8  ………(1) 
पर एि ऐसा बबन्द ुहै, जजस पर अशर्िम्ब दत्त रेखा 
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अवकल, त्रुटटयाँ एवं सन्ननकटन 
पूवभ में ही हम y िा x िे सापेक्ष अविि गुणांि पररर्ापित िर चुिे हैं, अथाभत ्

 िो प्रतीि माना गया है, न कि dy िा dx से पवर्ाजन। यहााँ, हम 
प्रतीिों dx और dy िा अथभ बतायेंगे जजससे कि प्रतीि dy

dx
 िा मौशिि अथभ तथा dy िा dx 

से पवर्ाजन समान हों। 
माना y =f(x),x िा एि फिन है तथा δx,x में किया गया थोडा पररवतभन है और इसिे संगत 
y में पररवतभन δy है। तब हम जानत ेहैं कि 
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चूाँकि δx→0, ε→0 और इसिा गुणन x अत्यन्त सूक्ष्म होने िे िारण छोडा जा सिता है, 
इसशिए δy िा मुख्य मान है- 
δy=f’(x)δx  …….(2) 
यदद δx,x िे मान ज्ञात िरने में िी गयी एि तु्रदट हो तब सूत्र (2) से हम y अथवा f(x) में 
तु्रदट δy िा मान ज्ञात िर सित ेहैं बित ेकि तु्रदट δx ज्ञात हो। याबंत्रिी, र्ौनतिी, सांजख्यिी 
तथा पवज्ञान िी िई अन्य िाखाओ ंमें तु्रदट शसद्धान्त में, इस सूत्र िा अत्यन्त महत्त्व है। 
कुछ महत्त्वपूित पाररिाविक िब्द 
ननरपेक्ष तु्रटट- x में तु्रदट δx, ननरपेक्ष तु्रदट िहिाती है। 

सापेक्ष अथवा अनुपानतक तु्रटट- यददx में तु्रदट δx है तब δx

x
, x में सापेक्ष तु्रदट िहिाती है। 

प्रनतित तु्रटट– यदद x में तु्रदट δx है तब δx

x
× 100, x में प्रनतित तु्रदट िहिाती है। 

अवकल- यदद फिन y =f(x) िा बबन्द ुx पर अवििज f(x) है, तब अवििज f'(x) तथा 
वदृ्धध δx िा गणुनफि, फिन िा अविि िहिाता है और प्रतीि dy द्वारा ननरूपपत किया 
जाता है। 

 
इस प्रिार, स्वतन्त्र चर x िा अविि dx चर x में वदृ्धध δx िे बराबर है। हम समी. (2) 
िो हमेिा इस प्रिार शिख सिते हैं- 

 
अतः अवििज f'(x) िो फिन िे अविि तथा चर िे अविि िे अनुपात िे बराबर माना 
जा सिता है। 
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क्रियाववधर् 
1. स्वतन्त्र चर में िघु पररवतभन िे संगत परतन्त्र चर में सजन्निट पररवतभन ज्ञात िरने िी 

ननम्न कक्रयापवधध है- 
(i) माना x तथा x+δx स्वतन्त्र चर िा क्रमिः प्रारजम्र्ि और पररवती मान हैं। 
(ii) δx ज्ञात िीजजए तथा मान िीजजए कि dx = δx 
(iii) ददये हुए सम्बन्ध से, y=f(x) ज्ञात िीजजए। 
(iv)  बबन्द ु(x.y) पर dy

dx
 ज्ञात िीजजए। 

(v) सूत्र 𝑑𝑦 =
dy

dx
. 𝑑𝑥 द्वारा dy ज्ञात िीजजए। 

(vi) y में सजन्निट पररवतभन δy िो dy िे स्थान पर δy रखिर ज्ञात िरें। 
2. अविि िे उपयोग से सजन्निट मान ज्ञात िरने िी कक्रयापवधध ननम्न है- 
(i) ददये हुए प्रश्न िे अनुसार स्वतन्त्र चर x और परतन्त्र चर y में फिनि सम्बन्ध स्थापपत 

िीजजए। 
उदाहरण िे शिए, किसी संख्या िा घनमूि ज्ञात िरने िे शिए, हम फिनि सम्बन्ध 

y = x
1

3 पररर्ापित िरत ेहैं, किसी िोण िी ज्या ज्ञात िरन ेिा फिनि सम्बन्ध y=sinx 
है। 

(ii) ददये हुए मान िे ननिटस्थ x िे मान िो इस प्रिार िेते हैं कि पररििन सरितापूवभि 
किया जा सिे। 

उदाहरण िे शिए, (28)
1

3 िा सजन्निट मान ज्ञात िरने िे शिए हम x = 27 िेते हैं 
चंूकि 27 िा घनमूि सरिता से ज्ञात किया जा सिता है। 
(iii) ददये हुए मान िो x+δx द्वारा ननरूपपत िीजजए। 
(iv) δx ज्ञात िीजजए तथा δx = dx रखखए। 
(v) चरण (i) में प्राप्त सम्बन्ध से dy

dx
 ज्ञात िीजजए। 

(vi) चरण (ii) में मान ेगये x िे मान िो प्रनतस्थापपत िरिे dy

dx
 ज्ञात िीजजए। 

(vii) dy ज्ञात िरन ेिे शिए सम्बन्ध dy =dy

dx
.dx िा उपयोग िीजजए। 

(viii) δy द्वारा dy िो प्रनतस्थापपत िीजजए। 
(ix) चरण (ii) में शिए गये x िे मान िो चरण (i) में प्राप्त सम्बन्ध में रखिर y िा मान 

ज्ञात िीजजए। 
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(x) तब y िा सजन्निट मान है 
y+δy= f(x)+f'(x)δx. 

उन्चिष्ठ एवं ननन्म्नष्ठ (Marima and Minima) 
अपने प्रानत में एक फलन का महत्तम एवं नयूनतम मान 
महत्तम मान- एि फिन f(x) अपने प्रान्त D में एि बबन्द ुa ∈ D पर महत्तम प्राप्त होता 
है, यदद D में प्रत्येि x िे शिए, f(a)≥f(x) इस जस्थनत में, f(a) प्रान्त D में फिन f(x) िा 
महत्तम मान अथवा परम उजचचष्ठ मान िहिाता है तथा 'a' फिन (x) िा D में महत्तम 
अथवा उजचचष्ठ बबन्द ुिहिाता है। 

. 
संिग्न धचत्र में x = a, फिन f(x) िा अपने प्रान्त में उजचचष्ठ बबन्द ुहै तथा f(a) फिन 
f(x) िा प्रान्त D में महत्तम (उजचचष्ठ) मान है, जो कि धचत्र से स्पष्ट है कि, 

 f(a)>f(x1) 
और          f(a)>f(x2) 
तथा प्रान्त D िे अन्य बबन्दओु ंिे शिए र्ी। 
नयूनतम मान- एि फिन f(x) अपने प्रान्त D में एि बबन्द ुa ∈ D पर न्यूनतम (ननजम्नष्ठ) 
मान रखता है, यदद प्रत्येि x ∈ D िे शिए, f(a)<f(x)। इस जस्थनत में, f(a) फिन f(x) िा 
D में न्यूनतम मान अथवा परम ननजम्नष्ठ मान िहिाता है तथा 'a' फिन f(x) िा D में 
न्यूनतम बबन्द ुिहिाता है। 
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संिग्न धचत्र में x=a, f(x) िा अपने प्रान्त D में न्यूनतम बबन्द ुतथा f(a) न्यूनतम मान है, 
जो कि धचत्र से स्पष्ट है कि 

f(a)<f(x1) 
तथा        f(a)<f(x2) 
प्रान्त िे अन्य सर्ी बबन्दओु ंिे शिए र्ी। 

स्थानीय उन्चिष्ठ और स्थानीय ननन्म्नष्ठ 
पूवभ अनुचछेद में हमने अपने प्रान्त में एि फिन िे अधधितम और न्यूनतम मानों िा 
अध्ययन किया। प्रान्त में िुछ ऐसे बबन्द ुहोत ेहैं, जजन पर फिन िा मान न अधधितम होता 
है और न न्यूनतम, परंतु इन बबन्दओु ंपर फिन िा मान इन बबन्दओुं िे छोटे सामीप्य में 
फिन िे मानों से या तो िम होता है या अधधि। इस प्रिार िे बबन्दओुं िो स्थानीय उजचचष्ठ 
या स्थानीय ननजम्नष्ठ बबन्द ुिहत ेहैं। अब हम स्थानीय उजचचष्ठ या ननजम्नष्ठ िा अध्ययन 
िरेंगे। । 
स्थानीय उन्चिष्ठ- एि फिन बबन्द ुx = a पर स्थानीय उजचचष्ठ रखता है यदद फिन f(x) 
िा x = a पर मान, बबन्द ु'a' िे िघु सामीप्य में फिन िे मानों से बडा हो। अन्य िब्दों 
में, यदद h>0, कितना र्ी छोटा हो, िा अजस्तत्व इस प्रिार हो कि f(x) अतंराि (a-h,a) में 
वधभमान तथा अंतराि (a,a+h) में हासमान हो। 
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धचत्र में, फिन f(x) िा x=a एि स्थानीय उजचचष्ठ बबन्द ुतथा f(a) एि स्थानीय उजचचष्ठ 
मान है। 
स्थानीय उजचचष्ठ िो आपके्षक्षि उजचचष्ठ या िेवि उजचचष्ठ र्ी िहत ेहैं। 
स्थानीय ननन्म्नष्ठ- एि फिन f(x) बबन्द ुx=a पर स्थानीय ननजम्नष्ठ रखता है, यदद x = a 
पर फिन िा मान 'a' िे िघु सामीप्य में फिन िे अन्य मानों से छोटा हो। 
अन्य िब्दों में, यदद h > 0 कितना र्ी छोटा हो, िा अजस्तत्व इस प्रिार हो कि फिन f(x) 
अंतराि (a-h, a) में हासमान तथा अंतराि (a, a+h) में वधभमान हो। 

 
संिग्न धचत्र में, x = a एि फिन f(x) िा एि स्थानीय ननजम्नष्ठ बबन्द ुतथा f(a) स्थानीय 
ननजम्नष्ठ मान है। 
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एि स्थानीय ननजम्नष्ठ मान िो आपके्षक्षि ननजम्नष्ठ मान या िेवि ननजम्नष्ठ मान र्ी िहत े
हैं। 
नीचे दिाभये गये फिन y= f(x) िे आिेख िी पवशिष्टताएाँ ननम्नशिखखत हैं- 
उजचचष्ठ बबन्द-ु   a1,   a3,   a5. 
ननजम्नष्ठ बबन्द-ु   a2,   a4,   a6. 
(i) फिन f(x) िे स्थानीय उजचचष्ठ मान बबन्दओुं x = a1, a3, a5 पर हैं तथा इसिे संगत 

स्थानीय उजचचष्ठ मान f(a1), f(a3), f(a5) हैं। 

 
(ii) फिन f(x) िे स्थानीय ननजम्नष्ठ मान बबन्दओु ंx = a2, a4, a6 पर हैं तथा इनिे संगत 

स्थानीय ननजम्नष्ठ मान f(a2),f(a4),f(a6) हैं। 
(iii) दो स्थानीय उजचचष्ठ मानों िे बीच एि स्थानीय ननजम्नष्ठ मान िा अजस्तत्व होता है, 

इसी प्रिार दो स्थानीय ननजम्नष्ठ मानों िे बीच एि स्थानीय उजचचष्ठ िा अजस्तत्व होता 
है। 

(iv)  िुछ बबन्दओुं पर स्थानीय ननजम्नष्ठ मान फिन िे स्थानीय उजचचष्ठ मान से अधधि हो 
सिता है। धचत्र में, x = a4 पर स्थानीय ननजम्नष्ठ मान x = a1 पर स्थानीय उजचचष्ठ 
मान से बडा है, अथाभत ्

f(a4) > f(a1). 

िरम मानों के शलए आवश्यक ितत 
प्रमेय-एि फिन f(x) िे x = a पर स्थानीय चरम मान रखने िी आवश्यि ितभ है, कि 
f"(a)=0 
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प्रमाण- हमें दो जस्थनतयााँ प्राप्त होती हैं 
न्स्थनत I. जब f(a) एि अधधितम मान है, प्रत्येि छोटी संख्या h>0 िे शिए 
f(a) > f(a-h) या f(a) > f(a+h) 
= f(a-h)-f(a)<0 या f(a+h)-f(a)<0   ....(1) 
इसशिए, 

 
चूाँकि f’(a) िा अजस्तत्व है, 
अतः Lf'(a) = Rf’(a) 
अब समी. (2) और (3) से, f'(a)= 0. 
न्स्थनत II. जब f(a) न्यूनतम मान हो। 
प्रत्येि छोटी संख्या h>0 िे शिए 

 
चूाँकि f’(a) िा अजस्तत्व है, अतः Lf'(a) = Rf"(a) अब समी. (5) एवं (6) से, f"(a) = 0. 
नोट- 
(i) हम जानत ेहैं कि स्पिभ रेखा िा ढाि (प्रवणता) उस बबन्द ुपर अवििज िे मान िे बराबर 

होता है अथाभत ्tan∅= f'(a)= 0 अतः चरम बबन्दओु ंपर स्पिभ रेखा X-अक्ष िे समान्तर 
होती है। पपछिे धचत्र में बबन्दओु ंA1, A2, ............, A6 पर स्पिभ रेखायें X-अक्ष िे 
समान्तर हैं। 
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(ii) f’(a)=0 आवश्यि ितभ तो है, परंत ुपयाभप्त ितभ नही ंहै कि फिन f(x),x = a पर चरम 

मान रखता है। उदाहरण िे शिए, f(x)=x3, f’(0)= 0. 
परंतु फिन x = 0 पर चरम मान नही ंरखता है, जैसा कि धचत्र में दिाभया गया है। 

(iii) फिन y=|x| िो िेन ेपर जो x = 0 पर अवििज नहीं रखता है परंतु इस बबन्द ुपर 
फिन िा न्यूनतम मान y= 0 प्राप्त होता है तथा अन्य बबन्दओुं पर y > 0 जैसा कि 
धचत्र में दिाभया गया है। 

 
इस प्रिार, एि फिन िेवि दो जस्थनतयों में ही चरम मान रखता है, या तो अवििज िा 
अजस्तत्व होने पर उस बबन्द ुपर अवििज िा मान िून्य हो अथवा उस बबन्द ुपर जहााँ 
अवििज िा अजस्तत्व न हो। एि बबन्द ु जजस पर अवििज िून्य िे बराबर हो अथवा 
अजस्तत्व में न हो, क्रांनति बबन्द ुिहिाता है। 
अतः यह प्राप्त होता है कि, प्रत्येि क्राजन्ति बबन्द ुपर फिन उजचचष्ठ या ननजम्नष्ठ मान 
नहीं रखता है। 
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एि फिन िे चरम मानों िो ज्ञात िरने िी कक्रयापवधध- 
(i) सवभप्रथम y= f(x) मान िीजजए। 
(ii)  dy

dx
 = f’(x) ज्ञात िीजजए। 

(iii)  f'(x) = 0 िो हि िीजजए, माना a1,a2,a3,...... x िे क्राजन्ति मान अथवा मूि हैं। जजन 
पर फिन िे चरम मान हो सित ेहैं। 

(iv) x = a1, िेत ेहैं, यदद f’(x) अन्तराि (a1-h, a1+h) में धनात्मि धचन्ह से ऋणात्मि 
धचन्ह में पररवनतभत होता है तो x = a1 पर फिन स्थानीय उजचचष्ठ मान रखता है। यदद 
f’(x) अन्तराि (a1-h, a1+h) में ऋणात्मि धचन्ह से धनात्मि धचन्ह में पररवनतभत होता 
है, जैसा कि समी. (5) एवं (6) में दिाभया गया है, तो फिन x = a1, पर स्थानीय 
ननजम्नष्ठ मान रखता है। 

यदद अन्तराि (a1-h, a1+h) पर f’(x) िे धचन्ह में िोई पररवतभन नही ंहोता है, तो x = a1 
फिन f(x) िा ननत-पररवतभन बबन्द ुिहिाता है। 
इसी प्रिार x िे अन्य मानों िे शिए र्ी यही प्रकक्रया अपनात ेहैं। 
नोट- यदद किसी बबन्द ुपर वक्र िी स्पिभ रेखा वक्र िो िाटती है, तो वह बबन्द ुवक्र िा ननत-
पररवतभन बबन्द ुिहिाता है। 

उचि कोटट अवकल परीक्षि (Higher Order Derivative Test) 
प्रथम िोदट िे अविि परीक्षण िी मदद से स्थानीय उजचचष्ठ या स्थानीय ननजम्नष्ठ ज्ञात 
िर सित ेहैं, किन्त ु f(x) िे धचन्ह िे पररवतभन िो ज्ञात िरने में समय िगता है और 
िदठनाई आती है। f(x) जजन बबन्दओु ंसे गजुरता है वे बबन्द ुf’(x)= 0 से ददये जात ेहैं। अन्य 
परीक्षण जजसे हम उचच िोदट अविि परीक्षण से जानत ेहैं, इससे स्थानीय उजचचष्ठ और 
स्थानीय ननजम्नष्ठ िो आसांनी और जल्दी से ज्ञात िर सिते हैं। इस जस्थनत में हम ननम्न 
प्रमेय िा प्रयोग िरत ेहैं- 

माना f अन्तराि I में अवििनीय फिन है और a, I िा आन्तररि बबन्द ुइस प्रिार 
है। 
F’(a) = f"(a) = f"’(a) =.......=fn-1(a) = 0, 
किन्तु fn(a) पवद्यमान है और यह िून्य िे बराबर नही ंहै और यदद- 

(i) n सम है और fn(a)<0, तब x = a स्थानीय उजचचष्ठ िा बबन्द ुहै। 
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(ii)  n सम है और f(n)(a) > 0, तब x = a स्थानीय ननजम्नष्ठ िा बबन्द ुहै। 
(iii) n पविम है तब, x = a न तो स्थानीय उजचचष्ठ और न ही स्थानीय ननजम्नष्ठ िा 

बबन्द ुहै। 
कायतववधर् 
1. f’(x) ज्ञात िरत ेहैं। 
2. समीिरण f’(x) = 0 िो हि िरन ेपर x िे वास्तपवि मान प्राप्त िरत ेहैं, माना ये बबन्द ु

x1, x2, x3,……… 
3. f"(x)ज्ञात िरत ेहैं और इसमें x िे x1, x2, x3,……… मानों िो एि-एि िरिे रखते हैं 

(i) यदद f"(x1) < 0, तब f(x1) स्थानीय उजचचष्ठ मान है। 
(ii) यदद f"(x1) > 0, तब f(x1) स्थानीय ननजम्नष्ठ मान है। 
(iii) यदद f"(x1) = 0, f"’(x) ज्ञात िरते हैं और इसमें x िे शिये x1 रखत ेहैं। 

4. यदद f"’(x1) ≠ 0, तब यह x = x1 पर न तो उजचचष्ठ है और न ही ननजम्नष्ठ है। 
5. यदद f"’(x) = 0, f(iv) (x) ज्ञात िरत ेहैं और इसमें x िे शिये x1 रखत ेहैं- 

(i) f(iv)(x1) < 0, तब f(x1) स्थानीय उजचचष्ठ मान है। 
(ii)  f(iv)(x1) < 0, तब f(x1) स्थानीय ननजम्नष्ठ मान है। 
(iii) fi f(iv)(x1) = 0, हम f(v)(x) ज्ञात िरत ेहैं तथा उपयुभक्त कक्रया दहुराते हैं इसी प्रिार 

x2, x3,..... मानों िे शिये र्ी परीक्षण िरते हैं। 
परम उन्चिष्ठ तथा परम ननन्म्नष्ठ (Absolute Maxima and Absolute Minima) 
माना [a, b] एि बन्द अन्तराि है, जजस पर फिन f (x) पररर्ापित है। 

 
तब 

(i) f(a),f(x1), f(x2),.....,f(xn),f(b) में सबसे बडा मान f(x) िा परम उजचचष्ठ मान िहिाता 
है। इसे अन्तराि [a,b] में f(x) िा िेवि उजचचष्ठ मान र्ी िहते हैं। 

(ii)  f(a),f(x1),f(x2),.....,f(xn),f(b) में सबसे न्यूनतम मान f(x) िा ननजम्नष्ठ मान िहिाता 
है। इसे अन्तराि [a, b] में f(x) िा िेवि ननजम्नष्ठ मान र्ी िहत ेहैं। 
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उदाहरि- 
उदाहरि: y = x(5-x),x िे किस मान िे शिए उजचचष्ठ या ननजम्नष्ठ है? 
हल: ददया है:  y = x(5-x) 
⇒    y = 5x-x 
दोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अवििन िरने पर, 

 

 
उजचचष्ठ और ननजम्नष्ठ िे शिए, 
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उदाहरि: प्रथम अवििज परीक्षण द्वारा ननम्नशिखखत फिनों िे स्थानीय उजचचष्ठ या स्थानीय 
ननजम्नष्ठ बबन्द ुज्ञात िीजजए। जस्थनत अनुसार, स्थानीय उजचचष्ठ या स्थानीय ननजम्नष्ठ मान 
र्ी ज्ञात िीजजए- 

 
x = 1 िेन ेपर, इस जस्थनत में, जब x, 1 से किंधचत ्छोटा है; यह स्पष्ट है कि (x-1) 
ऋणात्मि है और (x-3) र्ी ऋणात्मि है। इसशिए f’(x)=3(x-1)(x-3) धनात्मि है। 
जब x, 1 से किंधचत ्बडा है तब (x -1) धनात्मि है और (x-3) ऋणात्मि है, अत: f’(x) 
ऋणात्मि है। 
इस प्रिार, जब x = 1 िे बायी ंओर से दायी ंतरफ x में वदृ्धध होती है तब f(x) िा धचन्ह 
धनात्मि से पररवनतभत होिर ऋणात्मि में बदि जाता है। 
इसशिए x = 1 एि स्थानीय उजचचष्ठ बबन्द ुहै। 

 
x = 3 िेन ेपर, इस जस्थनत में, जब x किंधचत ्छोटा है 3 से, तब f’(x) = 3(x-1)(x-3) 
ऋणात्मि होगा। क्योंकि (x-1) धनात्मि तथा (x-3) ऋणात्मि है। 
पुनः, जब x किंधचत ्बडा है 3 से, तब (x-1) और (x-3) दोनों धनात्मि होंगे। 
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इस प्रिार, जब x = 3 िे बायी ंओर से दायी ंओर x में वदृ्धध होती है तब f’(x) िा धचन्ह 
ऋणात्मि से धनात्मि में पररवनतभत होता है। इसशिए x = 3 एि स्थानीय ननजम्नष्ठ बबन्द ु
है। 

 
अतः x = 1 पर स्थानीय उजचचष्ठ मान 19 तथा x = 3 पर स्थानीय ननजम्नष्ठ मान 15 है। 
उदाहरि: शसद्ध िीजजए कि किसी ददये हुए गोिे िे अन्तगभत उजचचष्ठ आयतन िे िंिु िी 
ऊाँ चाई िा गोिे िे व्यास से अनुपात 2:3 है। 
हल: माना गोिे िा िेन्र 0 और उसिा व्यास AE = d है तथा गोिे िे अन्तगभत िंिु 
(ABC) िी ऊाँ चाई AD =x है। यदद िंिु िे आधार िी बत्रज्या और उसिा आयतन V हो, तो 
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किन्तु िंिु िी ऊाँ चाई x िून्य नही ंहो सिती, अतएव 

x =
2d

3
. 
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उदाहरि: शसद्ध िीजजए कि किसी िंिु िे अन्तगभत अधधितम वक्र पषृ्ठ वािे बेिन िी 
बत्रज्या िंिु िे आधार िी बत्रज्या िी आधी होती है। 
हल: माना CB = r = िंिु िे आधार िी बत्रज्या 
CV = h = िंिु िी ऊाँ चाई 
CP = x = िंिु िे अन्तगभत बेिन िी बत्रज्या 
CQ = बेिन िी ऊंचाई 

 

 
यहााँ िंिु एवं उसिी बत्रज्या व ऊंचाई दी है। अब अन्तः बेिन िा वक्र पषृ्ठ 

SHIVOM CLASSES - WhatsApp for Notes (8696608541)

SHIV
OM C

LASSES

86
96

60
85

41



 

(30) 
 

अवकलज के अनुप्रयोग 06 
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NCERT SOLUTIONS 

प्रश्नावली 6.1 (पृष्ठ संख्या 213-215) 

प्रश्न 1. वृत्त के क्षेत्रफल के परिवर्तन की दि इसकी त्रत्रज्या r के सापेक्ष ज्ञार् कीजिए, िबकक 

i. r = 3 सेमी है 
ii. r = 4 सेमी है। 

उत्ति- 

i. माना वृत्त का क्षते्रफल A है, र्ब 

 
अर्: क्षते्रफल के परिवर्तन की दि 6π सेमी²/सेकण्ड है। 

ii. माना वृत्त का क्षते्रफल A है, र्ब 

 
अर्: क्षते्रफल के परिवर्तन की दि 8π सेमी²/ सेकण्ड है। 

प्रश्न 2. एक घन का आयर्न 9 सेमी3/ सेकेण्ड की दि से बढ़ िहा है। यकद इसकी कोि की लम्बाई 
10 सेमी है र्ो इसके पृष्ठ का क्षेत्रफल ककस दि से बढ़ िहा है? 
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उत्ति- माना घन की कोि = x सेमी, घन का आयर्न = V र्था पृष्ठ क्षेत्रफल = S 

र्ब V = x3 र्था S = 6x2 िहा ाँ x समय t को फलन है। 

प्रश्नानुसाि, 

 
अर्ः पृष्ठ क्षेत्रफल 3.6 सेमी²/ सकेण्ड की दि से बढ़ िहा है। 

प्रश्न 3. एक वृत्त की त्रत्रज्या समान रूप से 3 सेमी/ सेकण्ड की दि से बढ़ िही है। ज्ञार् कीजिए की 
वृत्त का क्षते्रफल ककस दि से बढ़ िहा है िब त्रत्रज्या 10 सेमी है? 

उत्ति- मानी वृत्त की त्रत्रज्या r समेी है, र्ब वतृ्त का क्षेत्रफल A = πr2 सेमी² 

प्रश्नानुसाि, 

सेमी/ सेकण्ड …(i) 
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अर्: क्षते्रफल के परिवर्तन की दि 60π सेमी²/सेकण्ड है। 

प्रश्न 4. एक परिवर्तनशील घन का ककनािा 3 सेमी/ सेकण्ड की दि से बढ़ िहा है घन का आयर्न 
ककस दि से बढ़ िहा है िबकक ककनािा 10 सेमी लम्बा है? 

उत्ति- माना घन का आयर्न = V र्था भिुा = a है, 

र्ब V = a3 ज्ञार् है 

da

dt
 = 3 सेमी/ सेकण्ड, a = 10 सेमी 

∴ समय के सापेक्ष आयर्न के परिवर्तन की दि 

 
अर्ः िब घन का ककनािा 10 cm लम्बा हो र्ब घन का आयर्न 900 सेमी2/ सेकण्ड की दि से 
बढ़ िहा है। 

प्रश्न 5. एक स्थिि झील में एक पत्थि डाला िार्ा है औि र्िंगें वृत्तों में 5 सेमी/ सेकण्ड की गतर् 
से चलर्ी है। िब वतृ्ताकाि र्िंग की त्रत्रज्या 8 सेमी है र्ो उस क्षण घघिा हुआ क्षते्रफल ककस दि से 
बढ़ िहा हैं? 

उत्ति- 
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अर्ः िब र्िंग की त्रत्रज्या 8 सेमी हो र्ब र्िंगों द्वािा घघिा हुआ क्षेत्रफल 80π सेमी2/ सेकण्ड की 
दि से बढ़ िहा है। 

प्रश्न 6. एक वृत्त की त्रत्रज्या 0.7 सेमी/ सेकण्ड की दि से बढ़ िही है। इसकी परिधि की वृजि की 
दि क्या है। िब r = 4.9 सेमी है? 

उत्ति- माना वृत्त की त्रत्रज्या r समेी है, र्ब परिधि C = πr 

प्रश्नानुसाि, 

 
प्रश्न 7. एक आयर् की लम्बाई x, 5 सेमी/धमनट की दि से घट िही है औि चौडाई y, 4 
सेमी/धमनट की दि से बढ़ िही है। िब x = 8 सेमी औि y = 6 समेी है। र्ब आयर् के 

a. परिमाप  
b. क्षेत्रफल के परिवर्तन की दि ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- 

 
माना आयर् का क्षेत्रफल = A सेमी², परिमाप = p सेमी 

लम्बाई = x सेमी, चौडाई = y सेमी 
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a. परिमाप p = 2(x + y) 

 
अर्ः आयर् का परिमाप 2 सेमी/ धमनट की दि से घट िहा हे। 

b. आयर् का क्षेत्रफल A = xy 

 
अर्: आयर् का क्षेत्रफल 2 सेमी2/सेमी की दि से बढ़ िहा है। 

प्रश्न 8. एक गुब्बािा िो सदैव गोलाकि िहर्ा है, एक पम्प द्वािा 900 सेमी3/सेकण्ड की दि से 
फुलाया िार्ा है। गुब्बािे की त्रत्रज्या के परिवर्तन की दि ज्ञार् कीजिए िब त्रत्रज्या 15 सेमी है। 

उत्ति- माना गुब्बािे की त्रत्रज्या = r र्था आयर्न = V 
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प्रश्न 9. एक गुब्बािा िो सदैव गोलाकाि िहर्ा है कक त्रत्रज्या परिवर्तनशील है। त्रत्रज्या के सापेक्ष 
आयर्न के परिवर्तन की दि ज्ञार् कीजिए िब त्रत्रज्या 10 सेमी है। 

उत्ति- माना गुब्बािे का आयर्न = V र्था त्रत्रज्या = r 

 
प्रश्न 10. एक 5 मी लम्बी सीढी दीवाि के सहािे झुकी है। सीढ़ी का नीचे का ससिा िमीन के 
अनुकदश दीवाि से दूि 2 मी/ सेकण्ड की दि से खीचंा िार्ा है। दीवाि पि इसकी ऊाँ चाई ककस दि 
से घट िही है िबकक सीढ़ी को नीचे का ससिा दीवाि से 4 मी दूि है। 

उत्ति- माना दीवाि OC है र्था ककसी क्षण सीढ़ी AB की स्थितर् इस प्रकाि है कक OA = x औि 
OB = y 

OA = X औि OB = y 

सीढ़ी की लम्बाई AB = 5 मी 
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प्रश्न 11. एक कण वक्र 6y = x3 + 2 के अनुगर् गतर् कि िहा है। वक्र पि उन तबन्दओु ंको ज्ञार् 
कीजिए िबकक x तनदेशांक की र्ुलना में y तनदेशांक 8 गुना र्ीव्रर्ा से बदल िहा है। 

उत्ति- कदया है- 

 
t के सापेक्ष अवकलन किने पि, 
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प्रश्न 12. हवा के बुलबुले की त्रत्रज्या, 1

2
 सेमी/सेकण्ड की दि से बढ़ िही है। बुलबुले का आयर्न 

ककस दि से बढ़ िहा है िबकक त्रत्रज्या 1 सेमी है? 

उत्ति- माना बुलबुले की त्रत्रज्या = r र्था बुलबुले का आयर् 

 

प्रश्न 13. एक गुब्बािा िो सदैव गोलाकाि िहर्ा है, का परिवर्तनशील व्यास 3

2
(2x + 1) है। x के 

सापेक्ष आयर्न के परिवर्तन की दि ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- प्रश्नानुसाि, 
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प्रश्न 14. एक पाइप से िेर् 12 सेमी3/ सेकण्ड की दि से धगि िही है। धगिर्ी िेर् िमीन पि एक 
ऐसा शंकु बनार्ी है जिसकी ऊाँ चाई सदैव आिाि की त्रत्रज्या का छठा भाग है। िेर् से बन ेशंकु की 
ऊाँ चाई ककस दि से बढ़ िही है िबकक ऊाँ चाई 4 सेमी है? 

उत्ति- माना ककसी क्षण t है पि शंकु की त्रत्रज्या r, ऊाँ चाई h र्था आयर्न V है। 
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प्रश्न 15. एक वस्तु की x इकाइयों के उत्पादन की कुल लागर् C (x) (रुपये में) C(x) = 
0.007x3 – 0.003x2 + 15x + 4000 से प्राप्त होर्ी है। सीमान्त लागर् ज्ञार् कीजिए िबकक 17 
इकाइयों का उत्पादन ककया िार्ा है। 

उत्ति- प्रश्नानुसाि, C(x) = 0.007x3 – 0.003x2 + 15x + 4000 

 
अर्ः 17 इकाइयों के उत्पादन की सीमान्त लागर् Rs. 20.967 है। 

प्रश्न 16. ककसी उत्पाद की x इकाइयों के ववक्रय से प्राप्त कुल आय R(x) रुपये में R(x) = 13x2 
+ 26x + 15 से प्राप्त होर्ी है। सीमान्त आय ज्ञार् कीजिए िब x = 7 है। 

उत्ति- 

 
अर्: अभीष्ट सीमान्त आय Rs 208 है। 
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प्रश्न 17. एक वृत्त की त्रत्रज्या r = 6 सेमी पि r के सापेक्ष क्षेत्रफल में परिवर्तन की दि है: 

a. 10π  
b. 12π 
c. 8π 
d. 11π 

उत्ति- मानी वृत्त का क्षेत्रफल = A र्था त्रत्रज्या = r 

 
r = 6 िखने पि, 

 
अर्: ववकल्प (b) सही है। 

प्रश्न 18. एक उत्पाद की x इकाइयों के ववक्रय से प्राप्त कुल आय रुपयों में R(x) = 3x² + 36x + 
5 से प्रदत्त है। िब x = 15 है र्ो सीमान्ते आये है: 

a. 116 
b. 96 
c. 90 
d. 126 

उत्ति- कदया है- R(x) = 3x² + 36x +5 

 
अब, x = 15, सीमान्त आय = 6 × 21 = Rs 126 

अर्: ववकल्प (d) सत्य है। 
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प्रश्नावली 6.2 (पृष्ठ संख्या 221-223) 

प्रश्न 1. ससि कीजिए कक R पि f(x) = 3x + 17 तनिन्ति वृजिमान फलन है। 

उत्ति- 

 
प्रश्न 2. ससि कीजिए कक R पि f(x) = e2x से प्रदर् फलन वितमान हैं। 

उत्ति- R में कोई भी दो नंबि बर्ाएं x1 औि x2 

कफि, हमािे पास है: 

 
इसजलए, R पि सख्ती से f बढ़ िहा है। 

प्रश्न 3. ससि कीजिए कक f(x) = sinx द्वािा कदया गया फलन 

 
उत्ति- 
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प्रश्न 4. अन्तिाल ज्ञार् कीजिए जिनमें f(x) = 2x2 − 3x द्वािा कदया गया फलन f 

a. वृजिमान है, 
b. तनिन्ति ह्रासमान है। 

उत्ति- 
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प्रश्न 5. अन्तिाल ज्ञार् कीजिए जिनमें f(x) = 2x2 − 3x2 − 36x + 7 से कदया फलन f 

a. तनिन्ति वृजिमान है, 
b. तनिन्ति ह्रासमान है। 

उत्ति- 

 
प्रश्न 6. अन्तिाल ज्ञार् कीजिए जिनमें तनम्नजलखखर् फलन तनिन्ति वितमान अथवा हासमान है: 

a. f(x) x2 + 2x + 5 
b. f(x) 10 − 6x − 2x2 
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c. f(x) − 2x3 − 9x2 − 12x + 1 
d. f(x)6 − 9x − x2 

e. f(x) (x + 1)3 (x − 3)3 

उत्ति- 

a. यहा ाँ f(x) = x2 + 2x – 5 

∴ f (x) = 2x + 2 = 2(x + 1) 

x = -1 संख्या िेखा को दो अन्तिाल में ववभाजिर् किर्ा है। अन्तिाल (-∞, -1), (-1, 
∞) है। 

(-∞, -1) में f'(x) = -ve 

अर्ः f ह्रासमान फलन है। 

(-1, ∞) में f'(x) = + ve 

अर्ः वितमान फलन है। 

b. f(x) = 10 – 6x – 2x2 

∴ f'(x) = -6 – 4x 

= -2(3 + 2x) 

 
अर्ः फलन f तनिंर्ि वितमान हे। 
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अर्ः फलन f हासमान है। 

c. यहा ाँ f(x) = -2x3 – 9x2 – 12x + 1 

∴ f'(x) = -6x2 – 18x – 12 = -6(x2 + 3x + 2) 

= -6(x + 1)(x + 2) 

∴ x = -2, x = -1 वास्तववक िेखा को र्ीन अन्तिालों (-∞, -2), (-2, -1), (-1, ∞) में 
ववभाजिर् किर्े हैं। 

अन्तिाल (-∞, -2) में f (x) = -ve 

अर्ः कह्रासमान फलन है। अन्तिाल (-2, -1) या – 2 < x < -1 में f(x) = (-)(-)(+) = 
+ ve अर्ः वितमान फलन है। अन्तिाल (-1, ∞) या x > -1 में, 

f(x) = (-)(+)(+) = -ve 

∴ f ह्रासमान फलन है। 

इस प्रकाि (-2, -1) में वितमान फलन है। औि (-∞, 2), (-1, ∞) में f ह्रासमान फलन 
है। 

d. यहा ाँ f(x) = 6 – 9x – x2 

f'(x) = -9 – 2x = -(2x + 9) 
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अर्ः फलन f तनिन्ति वितमन हैं 

 
अर्ः फलन f तनिन्ति हासमान हैं। 

e. कदया गया फलन 

 
f(x) वजृिमान हे। 

 
f(x) हासमान हैं। 
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प्रश्न 7. ससि कीजिए कक y = log(1 + x) −
2x

2+x
, x > −1  अपने सम्पूणत प्रान्त में एक 

वृजिमान फलन है। 

उत्ति- कदया गया फलन 

 

∴ y, अपने सम्पूणत प्रान्त में एक वृजिमान फलन हैं। 

प्रश्न 8. x के उन मानों को ज्ञार् कीजिए जिनके जलए y = [r (x – 2)]2 एक वितमान फलन है। 

उत्ति- ज्ञार् है- 

 
x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 
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∴ x = 0,x = 2  से वास्तववक संख्या िेखा के चाि भाग अन्तिाल (−∞, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 
2) बनर्े हैं। 

अन्तिाल (−∞, 0) में f′(x) = (−) (−) (−) = −ve (ऋणात्मक) 

अर्ः फलन f तनिन्ति ह्रासमान है। 

अन्तिाल (0, 1) में f ‘ (x) = (+) (-) (-) = + ve (िनात्मक) 

अर्ः फलन f तनिन्ति वितमान है। 

अन्तिाल (1, 2) में f ‘ (x) = (+) (+) (-) = – ve (ऋणात्मक) 

अर्ः फलन f तनिन्ति ह्रासमान है। 

अन्तिाल (2, ∞) में f ‘ (x) = (+) (+) (+) = +ve (िनात्मक) 

अर्ः फलन f तनिन्ति वितमान है। 

इस प्रकाि (0, 1) ∪ (2, ∞) में फलन f वितमान है र्था (−∞, 0) ∪ (1, 2) में फलन ह्रासमान 
है। 

प्रश्न 9. ससि कीजिए कक [0,
π

2
]  में y =

4sinθ

2+cosθ
− θ, θ का एक वृजिमान फलन है। 

उत्ति- ज्ञार् है- 
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प्रश्न 10. ससि कीजिए कक लघुगणकीय फलन (0, ∞) में तनिन्ति वितमान फलन है। 

उत्ति- 

 
अर्ः लघुगणकीय फलन अन्तिाल (0, ∞) के जलए तनिन्ति वितमान है। इतर् ससिम् 

प्रश्न 11. ससि कीजिए कक (-1, 1) में f(x) = x2 – x + 1 से प्रदत्त फलन न र्ो वितमान है औि 
न ही हासमान है। 

उत्ति- 
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इस प्रकाि (-1, 1) में f ‘(x) का धचह्न एक नही ंहै। 

अर्ः इस अन्तिाल में यह फलन न र्ो वितमान है औि न ही ह्रासमान है। इतर् ससिम् 

प्रश्न 12. तनम्नजलखखर् में कौन से फलन (0,
π

2
) में तनिन्ति ह्रासमान है? 

a. cos x  
b. cos 2x  
c. cos 3x  
d. tan x 

उत्ति- 
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प्रश्न 13. तनम्नजलखखर् अन्तिालों में से ककस अन्तिाल में f(x) = x100 + sin x – 1 द्वािा प्रदत्त 
फलन f ह्रासमान है? 

a. (0, 1) 
b. (

π

2
, π) 

c. (0,
π

2
) 

d. इनमें से कोई नही ं

उत्ति- 
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∵ ववक्लप (a), (b) र्था (c) तनिन्ति वितमान फलन हैं। 

अर्ः ववकल्प (d) सही हैं। 

प्रश्न 14. a का वह न्यूनर्म मान ज्ञार् कीजिए जिसके जलए अंर्िाल (1, 2) में f(x) = x2 + ax 
+ 1 से प्रदत्त फलन f, वितमान है। 

उत्ति- ∵ f(x) = x2 + ax + 1 

⇒ f'(x) = 2x + a 

∵ तबन्द ु(1, 2) पि, f(x) एक वितमान फलन है 

∵ f'(x) > 0 ∀ 1 < x < 2 अब f”(x) = 2 > 0, ∀ x ϵ (1, 2) 

⇒ f'(x), तबन्द ु(1, 2) पि वितमान फलन है 
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⇒ तबन्द ु(1, 2) पि f(1), f’ (x) की न्यूनर्म मान है 

∵ f'(1) > 0 

⇒ 2 + a > 0 

⇒ a > -2 

अर्ः a का न्यूनर्म मान -2 है। 

प्रश्न 15. मान लीजिए (-1, 1) से असंयुक्त एक अन्तिाल I हो र्ो ससि कीजिए कक I में f(x) =

 x +
1

x
 से प्रदत्त फलन f, वितमान है। 

उत्ति- 
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प्रश्न 16. ससि कीजिए कक फलन f(x) = log sinx, (0,
π

2
) में वितमान औि (π

2
, π) में ह्रासमान 

है। 

उत्ति- 

 

प्रश्न 17. ससि कीजिए कक फलन f(x) = log |cos x| (0,
π

2
) में वितमान औि (3π

2
, 2π) में 

ह्रासमान है। 

उत्ति- 
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प्रश्न 18. ससि कीजिए कक R में कदया गया फलन f(x) = x3 – 3x2 + 3x – 100 वितमान है। 

उत्ति- यहा ाँ f(x) = x3 – 3x2 + 3x – 100 

∴ f'(x) = 3x2 – 6x + 3 = 3 (x2 – 2x + 1) 

= 3(x – 1)2 

∴ x ϵ R, f”(x)= + ve 

अर्ः वितमान फलन है। 

प्रश्न 19. तनम्नजलखखर् में से ककस अन्तिाल में y = x2 – e-x वितमान है? 

a. (-∞, ∞) 
b. (-2, 0) 
c. (2, ∞) 
d. (0, 2) 

उत्ति- 

यहा ाँ f(x) = x2 e-x 

∴ f'(x) = x2(-e-x) + e-x.2x 

= -x2e-x + 2xe-x 
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= -xe-x (x – 2) 

यकद f वितमान फलन है र्ो f'(x) > 0 

या xe-x (2 – x) > 0 या -xe-x (x – 2) > 0 

e-x सदैव िनात्मक है। 

∴ -x(x – 2) > 0 या x (x – 2) < 0 

⇒ x ϵ (0, 2) का अथत है f'(x) = + ve 

अर्ः f वितमान फलन है यकद x ϵ (0, 2) 

अर्ः ववकल्प (D) सही है। 

प्रश्नावली 6.3 (पृष्ठ संख्या 227-229) 

प्रश्न 1. वक्र y = 3x4 – 4x के x = 4 पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- कदया है वक्र का समीकिण 

y = 3x4 – 4x 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवलकन किने पि, 

 
x = 4  िखने पि, 
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= 4 × 191  

= 764 

∴ स्पशत िेखा की प्रवणर्ा = 764 

प्रश्न 2. वक्र y =  
x−1

x−2
, x ≠ 2 के x = 10 पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण y =  
x−1

x−2
, x ≠ 2 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि 

 
x = 10  िखने पि, 

∴ स्पशत िेखा की प्रवणर्ा 

 
प्रश्न 3. वक्र y = x3 – x + 1 की स्पशत िेखा की प्रवणर्ा उस तबन्द ुपि ज्ञार् कीजिए जिसका x-
तनदेशाकं 2 है। 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण y = x3 – x + 1 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 
x = 2  िखने पि, 
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∴ स्पशत िेखा की प्रवणर्ा 

 
प्रश्न 4. वक्र y = x3 – 3x + 2 की स्पशत िेखा की प्रवणर्ा उस तबन्द ुपि ज्ञार् कीजिए जिसका x – 
तनदेशाकं 3 है। 

उत्ति- 

 

प्रश्न 5. वक्र x = acos3 θ, y = a sin3 θ के θ =
π

4
 पि अधभलम्ब की प्रवणर्ा ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- कदया है, वक्र को समीकिण x = acos3 θ, y = a sin3 θ 

दोनों पक्षों का θ के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 

प्रश्न 6. वक्र x = 1 – asin θ, y = b cos2θ के θ =
π

2
 पि अधभलम्ब की प्रवणर्ा ज्ञार् कीजिए। 
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उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण x = 1 – asin θ, y = b cos2θ 

दोनों पक्षों का θ के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 
प्रश्न 7. वक्र y = x3 – 3x2 – 9x + 7 पि उन तबन्दओु ंको ज्ञार् कीजिए जिन पि स्पशत िेखाएाँ x – 
अक्ष के समान्ति हैं। 

उत्ति- वक्र y = x3 – 3x2 – 9x + 7 पि सपशत िेखा की प्रवणर्ा = dy

dx
= 3x2 − 6x − 9 

यकद स्पशत िेखाएाँ x- अक्ष के समान्ति हो र्ो प्रवणर्ा = dy

dx
= 0 

⇒ 3x2 - 6x - 9 = 0 

⇒ 3(x2 - 2x - 3) = 0 

⇒ 3(x - 3) (x + 1) = 0 

⇒ x = -1, 3 

यकद x = -1, र्ो y = (-1)3 - 3 (-1)2 - 9 (-1) + 7 = -1 - 3 + 9 + 7 = 12, इसजलए तबिंद ु= 
(-1, 12) 
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यकद x = 3, र्ो y = (3)3 - 3(3)2 - 9(3) + 7 = 27 - 27 - 27 + 7 = -20, इसजलए तबिंद ु= 
(3, -20) 

अर्ः, वक्र y = x3 - 3x2 - 9x + 7 पि तबिंद ु(-1, 12) औि (3, -20) पि स्पशत िेखा x- अक्ष के 
समारं्ि हैं। 

प्रश्न 8. वक्र y = (x – 2)2 पि एक तबन्द ुज्ञार् कीजिए जिस पि स्पशत िेखा तबन्दओु ं(2, 0) औि 
(4, 4) को धमलाने वाली िेखा के समान्ति है। 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण y = (x – 2)2 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 
माना तबन्द ुP(2, 0) र्था Q(4, 4) को धमलाने वाली िेखा की प्रवणर्ा 

 
चू ाँकक स्पशत िेखा तबन्दओु (2, 0) र्था (4, 0) को धमलाने वाली िेखा के समान्ति हैं। 

चू ाँकक िेखा की प्रवणर्ा = वक्र की प्रवणर्ा  

⇒ 2 = 2(x - 2) 

⇒ x - 2 = 1 

⇒ x = 1 + 2 = 3 

िब x = 3, र्ब y = (3 - 2)2 = 1 

अर्ः तबिंद ु(3, 1) पि स्पशत िेखा िीवा के समान्ति होगी। 
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प्रश्न 9. वक्र y = x3 – 11x + 5 पि उस तबन्द ुको ज्ञार् कीजिए जिस पि स्पशत िेखा y = x – 11 
है। 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण y = x3 – 11x + 5 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, dy

dx
= 3x2 − 11. . . (i) 

स्पशत िेखा y = x - 11 की प्रवणर्ा = 1 ...(ii) 

समी.(i) र्था (ii) से, 

3x2 – 11 = 1  

⇒ 3x2 = 12 

⇒ x2 = 4 

⇒ x = ±2 

िब x = 2, र्ब  y = (2)3 - 11 × 2 + 5 = 8 - 22 + 5 = 13 - 22 = - 9 

िब x = -2, र्ब y = (-2)3 - 11 × (-2) + 5 = - 8 + 22 + 5 = 27 - 8 + 22 + 5 = 27 - 
8 = 19 

∵ (2, 19) स्पशत िेखा  y = x -11 पि नही ंहैं। अर्ः तबिंद ुअसंभव हैं। 

∵ तबिंद ु(2, -9) पि स्पशत िेखा y = x - 11 हैं। 

प्रश्न 10. प्रवणर्ा -1 वाली सभी िेखाओ ंका समीकिण ज्ञार् कीजिए िो वक्र y =
1

x−1
, x ≠

 −1 को स्पशत किर्ी है। 

उत्ति- कदया गया वक्र y = 1 
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∴
dy

dx
= −

1

(x − 1)2
 

पिन्तु स्पशत िेखा की प्रवणर्ा = -1 (कदया है) 

∴  −
1

(x − 1)2
 =  1 

⇒ (x – 1)2 = 1 

⇒ x2 + 1 – 2x = 1 

⇒ x (x – 2) = 0 

⇒ x = 0, 2 

िब x = 0 र्ब y = -1 

र्था िब x = 2 र्ब y = 1 

अभीष्ट तबन्द ु(0, -1) व (2, 1) हैं। 

अब तबन्द ु(0, -1) पि स्पशीी का समीकिण 

y + 1 = (-1)(x – 0) 

y + 1 = -x 

⇒ x + y + 1 = 0 

र्था तबन्द ु(2, 1) पि स्पशत िेखा का समीकिण 

y – 1 = (-1) (x – 2) 

⇒ y – 1 = -x + 2 
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⇒ x + y = 3 

अर्ः अभीष्ट समीकिण x + y + 1 = 0 र्था x + y = 3 हैं। 

प्रश्न 11. प्रवणर्ा 2 वाली सभी िेखाओ ंका समीकिण ज्ञार् कीजिए िो वक्र y =
1

x−3
, x ≠  3 

को स्पशत किर्ी है। 

उत्ति- 

कदया है, वक्र का समीकिण y =
1

x−3
 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 
चू ाँकक स्पशत िेखा की प्रवणर्ा = 2 

समीकिण (1) र्था (2) से, 

 

∵  यह सम्भव नही ंहैं। 

अर्ः ऐसी कोई भी स्पशत िेखा नही ंहोगी जिसकी प्रवणर्ा 2 हैं। 

प्रश्न 12. प्रवणर्ा 0 वाली सभी िेखाओ ंका समीकिण ज्ञार् कीजिए िो वक्र y =
1

x2−2x+3
 को 

स्पशत किर्ी है। 
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उत्ति- दोनों पक्षों को x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 
चू ाँकक स्पशत िेखा की प्रवणर्ा = 0 

 

प्रश्न 13. वक्र x2

9
+

y2

16
= 1 पि उन तबन्दओु ंको ज्ञार् कीजिए जिन पि स्पशत िेखाएाँ, 

i. x-अक्ष के समान्ति हैं, 
ii. y-अक्ष के समान्ति हैं। 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण 

 
दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 
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प्रश्न 14. कदए वक्रों पि तनर्ददष्ट तबन्दओु ंपि स्पशत िेखा औि अधभलम्ब के समीकिण ज्ञार् कीजिए 

i. y = x4 – 6x3 + 13x2 -10x + 5 के (0, 5) पि 
ii. y = x4 – 6x3 + 13x2 – 10x + 5 के (1, 3) पि 
iii. y = x3 के (1, 1) पि 
iv. y = x2 के (0, 0) पि 
v. x = cost, y = sint के t =

π

4
 पि 

उत्ति- 

i. वक्र y = x4 - 6x3 = 13x2 - 10x +5 पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा 
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तबिंद ु(0, 5) पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा 

 
इसजलए तबिंद ु(0, 5) पि स्पशत िेखा 

 
तबिंद ु(0, 5) पि अधभलम्ब की प्रवणर्ा 

 
इसजलए तबिंद ु(0, 5) पि अधभलम्ब 

 
ii. वक्र y = x4 – 6x3 + 13x2 – 10x + 5 के (1, 3) पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा 

 

 
iii.  
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iv.  

 
v. कदया हैं, वक्र का समीकिण  x = cos t र्था y = sin t 

दोनों पक्षों का t के सापेक्ष अवकलन किने पि, 
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प्रश्न 15. वक्र y = x2 – 2x + 7 की स्पशत िेखा का समीकिण ज्ञार् कीजिए िो 

i. िेखा 2x – y + 9 = 0 के समान्ति है। 
ii. िेखा 5y – 15x = 13 पि लम्ब है। 

उत्ति- 

i. कदया है, वक्र का समीकिण y = x² – 2x + 7 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

dy

dx
= 2x − 2 =  स्पशत िेखा की प्रवणर्ा ...(i) 
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कदया हैं, िेखा 2x - y + 9 = 0 के समान्ति हैं 

प्रवणर्ा = −
a

b
= −

2

−1
= 2 . . . (ii) 

चू ाँकक स्पशत िेखा समान्ति हैं  अर्ः प्रवणर्ाएाँ समान होंगी। 

∴ 2x – 2 = 2  

⇒ 2x = 4 

∴ x = 2 

x = 2 वक्र के समीकिण में िखने पि, 

y = (2)2 – 2 × 2 + 7 = 4 – 4 + 7 + 7 

तबिंद ु(2, 7) पि स्पशत का समीकिण 

y – 7 = 2(x − 2) 

⇒ y – 7 = 2x − 4 

⇒ 2x – y – 4 + 7 = 0 

∴ 2x – y + 3 = 0 

ii. कदया है, िेखा 5y – 15x = 13 पि लम्ब है 
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समीकिण (1) औि (3) समान होंगे। 

 
प्रश्न 16. ससि कीजिए कक वक्र y = 7x3 + 11 के उन तबन्दओु ंपि स्पशत िेखाएाँ समान्ति हैं िहा ाँ x 
= 2 र्था x = – 2 है। 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण y = 7x3 + 11 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, dy

dx
= 21x2 

िब x = 2, र्ब स्पशत िेखा की प्रवणर्ा = 21 x 22 = 21 x 4 = 84 

िब x = -2, र्ब स्पशत िेखा की प्रवणर्ा = 21 x (-2)² = 84 
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x = 2 र्था x = -2 पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा समान हैं। 

अर्ः इन तबन्दओु ंपि स्पशत िेखाएाँ समान्ति हैं। इतर् ससिम ्

प्रश्न 17. वक्र y = x3 पि उन तबन्दओु ंको ज्ञार् कीजिए जिन पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा तबन्द ुके 
y-तनदेशांक के बिाबि है। 

उत्ति- कदया है, वक्र की समीकिण y = x3 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 
माना वक्र पि तबिंद ु(x1, y1) हैं। 

∴ तबिंद ु(x1, y1) पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा = 3x1
2 

∵ = 3x1
2 = y1 … (i) 

(x1, y1) वक्र y = x3 पि स्थिर् हैं।  

∴ y1 = x1
3 … (ii) 

समीकिण (1) औि (2) से, x1
3 = 3x1

2 ⇒ x1 = 3,0 

िब x1 = 0, र्ब y1 = x1
3 से, y1 = 0 

िब x1 = 3, र्ब y1 = x3 से, y1 = 33 = 27 

अर्ः अभीष्ट तबिंद ु= (0, 0) र्था (3, 27) हैं। 

प्रश्न 18. वक्र y = 4x3 – 2x5, पि उन तबन्दओु ंको ज्ञार् कीजिए जिन पि स्पशत िेखाएाँ मलू तबन्द ु
से होकि िार्ी हैं। 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण y = 4x3 – 2x5 
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दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 
माना वक्र पि तबिंद ु(x1, y1) हैं। 

 
चू ाँकक (x1, y1) वक्र पि भी स्थस्तथ हैं। 

 
(x1, y1) पि स्पशत िेखा का समीकिण 

 
चू ाँकक यह मूल तबिंद ु(0, 0) से होकि िार्ी हैं अर्ः x = 0, y = 0 िखने पि, 

 
समी० (3) से y1 का मान समी० (4) में िखने पि, 
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िब x1 = 0, र्ब y1 = 0 िब x1 = 1, र्ब y1 = 4 - 2 = 2 

िब x1 = -1, र्ब y1 = -4 + 2 = -2 

अर्ः अभीष्ट तबिंद ु= (0, 0), (1, 2), (-1, -2) 

प्रश्न 19. वक्र x² + y2 – 2x – 3 = 0 के उन तबन्दओु ंपि स्पशत िेखाओ ंके समीकिण ज्ञार् 
कीजिए िहा ाँ पि वे x-अक्ष के समान्ति हैं। 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण x2 + y2 – 2x – 3 = 0 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 
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अर्ः अपेजक्षर् तबिंद ु= (1, 2), (1, -2) 

प्रश्न 20. वक्र ay2 = x3 के तबन्द ु(am2, um3)पि अधभलम्ब का समीकिण ज्ञार् कीजिए औि m 
का मान बर्ाइए जिसके जलए अधभलम्ब तबन्द ु(a, 0) से होकि िार्ा है। 

उत्ति- वक्र ay2 = x3 ….(1) 

समीकिण (1) का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 

∴ तबिंद ु(am2, am3) पि वक्र (1) की स्पशीी की प्रवणर्ा 

 
र्ब तबिंद ु(am2, am3) पि वक्र (1) के अधभलम्ब की प्रवणर्ा 

 
अर्ः सूत्र (y - y1) = M(x - x1) से, तबिंद ु(am2, am3) पि अधभलम्ब का समीकिण 

 
यकद अधभलम्ब तबिंद ु(a, 0) से होकि िार्ा हैं, अब 
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प्रश्न 21. वक्र y = x3 + 2x + 6 के उन अधभलम्बो के समीकिण ज्ञार् कीजिये िो िेखा x + 14y 
+ 4 = 0 के समान्ति हैं। 

उत्ति- वक्र y = x3 + 2x + 6 का x के सापेक्ष अवकलन किने पि dy

dx
= −3x2 + 2 

वक्र y = x3 + 2x + 6 पि अधभलम्ब की प्रवणर्ा dx

dy
= −

1

3x2+2
 

िेखा x + 14y + 4 = 0 की प्रवणर्ा dy

dx
= −

1

14
 

यकद वक्र y = x3 + 2x + 6 का अधभलम्ब x + 14y + 4 = 0 के समान्ति हैं। र्ब दोनों की 
प्रवणर्ाएाँ समान होंगी। 

इसजलए, 
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वक्र y = x3 + 2x + 6 में x = 2 िखने पि, y = (2)3 + 2(2) + 6 = 18, इसजलए तबिंद ु= (2, 
18) 

इसजलए तबिंद ु(2, 18) पि अधभलम्ब y − 18 = −
1

14
(x − 2) ⇒ x +  14y = 254 

वक्र y = x3 + 2x + 6 में x = -2 िखने पि, y = (-2)3 + 2(-2) + 6 = -6, इसजलए तबिंद ु= (-
2, -6) 

इसजलए तबिंद ु(-2, -6) पि अधभलम्ब y + 6 = −
1

14
(x + 2) ⇒ x + 14y + 86 = 0 

प्रश्न 22. पिवलय y² = 4ax के तबन्द ु(at², 2at) पि स्पशत िेखा औि अधभलम्ब के समीकिण 
ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण y2 = 4ax 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 
तबिंद ु(at2, 2at) पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा 

 
तबिंद ु(at2, 2at) पि स्पशत िेखा का समीकिण 

 

अधभलम्ब की प्रवणर्ा = −
1

m
= −t 
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∴ तबिंद ु(at2, 2at) पि अधभलम्ब का समीकिण, y − 2at = −t(x − at2) 

⇒ y − 2at = −tx + at3 

⇒ y = −tx + 2at + at3 

प्रश्न 23. ससि ककजिय ेकी वक्र x = y2 औि xy = k एक दूसिे को समकोण पि काटर्ी हैं, यकद 
8K2 = 1 हैं। 

उत्ति- x = y2 ...(i) 

xy = k ...(ii) 

समीकिण (1) से x का मान समीकिण (2) में िखने पि, y3 = k ⇒ y = k
1

3 

y का मान समीकिण (1) में िखने पि, x = k
1

3 

अर्ः, दोनों वक्र एक दसूिे को तबिंद ु(k
2

3, k
1

3) पि प्रतर्चे्छद किर्े हैं। 

वक्र x = y2 का x के सापेक्ष अवकलन किन ेपि 1 = 2y
dy

dx
⇒

dy

dx
=

1

2y
 

वक्र x = y2 पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा dy

dx
=

1

2y
 

इसजलए तबिंद ु(k
2

3, k
1

3) पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा 

 
वक्र xy = k का x के सापेक्ष अवकलन किन ेपि 
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वक्र xy = k पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा = dy

dx
= −

y

x
 

इसजलए तबिंद ु(k
2

3, k
1

3)  पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा 

 

 
⇒ वक्र x = y2 औि xy = k एक दूसिे को समकोण पि काटर्ी हैं। 

प्रश्न 24. अतर्पिवलय x2

y2 −
y2

b2 = 1 के तबन्द ु(x0, y0) पि स्पशत िेखा र्था अधभलम्ब के 
समीकिण ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण x2

y2 −
y2

b2 = 1 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 
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प्रश्न 25. वक्र y = √3x − 2 की उन स्पशत िेखाओ ंके समीकिण ज्ञार् कीजिए िो िेखा 4x - 2y 
+ 5 = 0 के समान्ति है। 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण y = √3x − 2 … (i) 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 
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dy

dx
=

1

2√3x − 2
× 3 =

3

2√3x − 2
 

स्पशत िेखा 4x - 2y + 5 = 0 के समान्ति हैं। अर्ः प्रवणर्ा = 4

2
= 2 

स्पशत िेखा की प्रवणर्ा = dy

dx
=

3

2√3x−2
 

∵ स्पशत िेखा की प्रवणर्ा = िेखा की प्रवणर्ा 

⇒
3

2√3x − 2
= 2 

⇒ 3 = 4√3x − 2 

दोनों पक्षों का वगत किने पि, 

 
x का मान समीकिण (1) में िखने पि, 

 

तबिंद ु(41

48
,

3

4
) पि स्पशत िेखा का समीकिण 
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⇒ स्पशत िेखा का समीकिण 48x − 24y – 23 = 0 

प्रश्न 26. y = 2x2 + 3sin x के x = 0 पि अधभलम्ब की प्रवणर्ा है 

a. 3 
b. 1

3
 

c. 3 
d. −

1

3
 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण y = 2x2 + 3sin x 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, dy

dx
= 4x + 3 cos x 

x = 0 पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा m = (
dy

dx
)

x=0
= 4 × 0 + 3 cos 0 = 3 

∴ अधभलम्ब की प्रवणर्ा = −
1

m
= −

1

3
 

अर्ः ववकल्प (D) सही है। 

प्रश्न 27. ककस तबन्द ुपि y = x + 1, वक्र y2 = 4x की स्पशत िेखा है? 

a. (1,2) 
b. (2,1) 
c. (1,- 2) 
d. (-1, 2) 

उत्ति- कदया है, वक्र का समीकिण y2 = 4x …(i) 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 
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∴ स्पशत िेखा की प्रवणर्ा = 2

y
 

दी हुई स्पशत िेखा y = x + 1 की प्रवणर्ा = 1 

∴ समीकिण (2) र्था (3) से, 2

y
= 1 ⇒ y = 2 

y का मान समी० (1) में िखने पि, 4 = 4x ⇒ x = 1 

तबिंद ु(1, 2) पि िेखा y = x + 1 स्पशत िेखा हैं। 

अर्ः ववकल्प (A) सही हैं। 

प्रश्नावली 6.4 (पृष्ठ संख्या 232-233) 

प्रश्न 1. अवकल का प्रयोग किके तनम्नजलखखर् में से प्रत्येक का सन्निकट मान दशमलव के र्ीन 
िानों र्क ज्ञार् कीजिए: 

a. √25.3 
b. √49.5 
c. √0.6 
d. (0.009)

1

3 
e. (0.999)

1

10 
f. (15)

1

4  
g. (26)

1

3 
h. (255)

1

4 
i. (82)

1

4 
j. (401)

1

4 
k. (0.0037)

1

2 
l. (26.57)

1

3 
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m. (81.5)
1

4 
n. (3.968)

3

2 
o. (32.15)

1

5 

उत्ति- 

a. माना फलन y = 𝑓(x) = √x 

माना x = 25 औि x + Δx = 0.3, र्ब Δx = 25.3 – 25 = 0.3 

x = 25 के जलए y = √25 = 5 

माना dx = Δx = 0.3 

 

b. माना y = √x, कद x = 49 र्ो y = √49 = 7, 

 
अब Δy सन्निकटर्ः dy के बिाबि हैं औि तनम्नजलखखर् से प्रदार् हैं: 
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इस प्रकाि के सन्निकट मान 7.035 हैं। 

c. मान लीजिय े𝑓(x) = √x ⇒ 𝑓′(x) =
1

2√x
 

 

d. माना y = f(x) = x
1

3 
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e. माना y = x
1

10, यकद x = 1 र्ो y = (1)
1

10 = 1, 

 
अब Δy सन्निकटर्ः dy के बिाबि हैं औि तनम्नजलखखर् से प्रदात्त हैं: 

 

समीकिण (1) में मान िखने पि, (0.999)
1

10 = 11 + Δy ⇒ (0.999)
1

10 = 1 −

0.0001 = 0.9999 

इस प्रकाि, (0.999)
1

10 के सन्निकट मान 0.9999 हैं। 

f. माना y = f(x) = x
1

4 … (i) 
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g. माना y = (x)
1

3 

 

h. हम िानर्े हैं की (256)
1

4 औि y = x
1

4 
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i. माना y = x
1

4 

 

j. माना y = √400 = 20 [∵ 401 = 400 + 1] 

 

SHIVOM CLASSES - WhatsApp for Notes (8696608541)

SHIV
OM C

LASSES

86
96

60
85

41



 

(89) 
 

अवकलज के अनुप्रयोग 06 

 

k. माना y = √0.0036 = 0.06 [∵ 0.0037 = 0.0036 − 0.0001] 

 

l. माना y = (27)
1

3 = 3 [∵ 26.57 = 27 − 0.43] 

 

m.  माना y = (81)
1

4 = 3 [∵ 81.5 = 81 + 0.5] 
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n. माना  y = (4)
3

2 = 8 [∵ 3.968 = 4 − 0.032] 

 

o. माना y = (32)
1

5 = 2 [∵ 32.15 = 32 + 0.15] 
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प्रश्न 2. f (2.01) का सन्निकट मान ज्ञार् कीजिए िहा ाँ f(x) = 4x + 5x + 2 है। 

उत्ति- यकद f(x) = 4x2 + 5x + 2 हो, र्ब 

f(2) = 4(2)2 + 5 × 2 + 2 = 16 + 10 + 2 = 28 

∆x = 0.01 

∴ f(x) = 8x + 5 

df'(x) = f'(x) × ∆x = (x + 5) ∆x 

= (8 × 2 + 5) × 0.01 

= 21 × 0.01 = 0.21 

∴ f(2.01) = f(2) = df (x) 

= 28 + 0.21 = 28.21 

प्रश्न 3. f(5.001) का सन्निकट मान ज्ञार् कीजिए िहा ाँ f(x) = x3 – 7x2 + 15 है। 

उत्ति- ∵ f(x) = x3 – 7x2 + 15 

∵ f(5) = (5)3 – 7(5)2 + 15 (x = 5 िखने पि) 

= 140 – 175 = -35 

∆x = 0.001 

∵ f(x) = 3x2 – 14x 
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∵ f(x) = f’ (x) × ∆x 

= (3x2 – 14x) × 0.001 

= [3 (5)2 – 14 × 5] × 0.001 

= (75 – 70) × 0.001 

= 5 × 0.001 = 0.005 

∴ f(5.001) = f(5) + df (x) 

= -35 + 0.005 

= -34.995 

प्रश्न 4. xm भुिा वाल ेिन की भुिा में 1% वृजि के कािण घन के आयर्न में होने वाला 
सन्निकट परिवर्तन ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- माना घन का आयर्न V = x3 

 
घन के आयर्न में सन्निकट परिवर्तन 0.03 x3 मी है। 

प्रश्न 5. x मी भुिा वाले घन की भुिा में 1% ह्रास होने के कािण घन के पृष्ठ क्षेत्रफल में होने 
वाला सन्निकट परिवर्तन ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- घन का पृष्ठ क्षेत्रफल S = 6x2 
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प्रश्न 6. एक गोले की त्रत्रज्या 7 मी मापी िार्ी है जिसमें 0.02 मी की त्रुटट है। इसके आयर्न के 
परिकलन में सन्निकट त्रुटट ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- ज्ञार् है- गोले की त्रत्रज्या = 7 मी । 

∆r = त्रत्रज्या में अशजुि = 0.02 मी 

V = गोले का आयर्न = 4

3
πr3 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, dV

dr
=

4

3
π. 3r2 

गोले के आयर्न परिकलन में सन्निकट त्रुटट = dV

dr
× Δr 

 
प्रश्न 7. एक गोले की त्रत्रज्या 9 मी मापी िार्ी है जिसमें 0.03 सेमी० की त्रुटट है। इसके पृष्ठ 
क्षेत्रफल के परिकलन में सन्निकट त्रुटट ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- ज्ञार् है- r = गोले की त्रत्रज्या = 9 मी 

∆r = त्रत्रज्या में अशजुि = 0.03 

S = गोले का पृष्ठीय क्षते्रफल = 4πr2 

⇒
dS

dr
= 8πr 
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गोले के पृष्ठीय क्षेत्रफल के परिकलन में अन्निकट त्रुटट = dS

dr
× Δr 

 
प्रश्न 8. यकद f (x) = 3x2 + 15x + 5 हो र्ो f (3.02) का सन्निकट मान है– 

a. 47.66 
b. 57.66 
c. 67.66 
d. 77.66 

उत्ति- 

d. 77.66 

यकद f(x) = 3x2 + 15x + 5 

f(x) = 6x + 15 

f(3) = 3 × 9 + 15 × 3 + 5 

= 27 + 45 + 5 = 77 

df (x) = f'(x) × ∆x = (6x + 5) × ∆x 

= (6 × 3 + 15) × 0.02 [∴ x = 3, ∆x = 0.02] 

= (18 + 15) × 0.02 

= 33 × 0.02 = 0.66 

∴ f(3.02) = f(3) + df (3) = 77 + 0.66 = 77.66 
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अर्ः ववकल्प (D) सही है। 

प्रश्न 9. भुिा में 3% वृजि के कािण भुिा x के घन के आयर्न में सन्निकट परिवर्तन है: 

a. 0.06 x3 मी3 
b. 0.6 x3 मी3 
c. 0.09 x3 मी3 
d. 0.9 x3 मी3 

उत्ति- 

c. 0.09 x3 मी3 

चू ाँकक घन का आयर्न V = x3 (∴ भुिा = x मी) 

भुिा में वजृि, ∆x = 3% = x का 

3% =
x × 3

100
= 0.03x 

अर्ः आयर्न में वजृि = dV

dx
× Δx 

= 3x2 × Δx = 3x2 × 0.03x 

= 0.09x3  मी2 

अर्: ववकल्प (C) सही है। 

प्रश्नावली 6.5 (पृष्ठ संख्या 249-251) 

प्रश्न 1. तनम्नजलखखर् कदए गए फलनों के उच्चर्म या तनम्नर्म मान, यकद कोई हो र्ो ज्ञार् 
कीजिए 

i. f (x) = (2x – 1)2 + 3 
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ii. f (x) = 9x2 + 12x + 2 
iii. f (x) = – (x – 1)2 + 10 
iv. g (x) = x2 + 1 

उत्ति- 

i. f (x) = (2x – 1)2 + 3 

(2x – 1)2 का कम – से – कम मान = 0 

∴ f(x) का तनम्नर्म मान = 3 

ii. f (x) = 9x2 + 12x + 2 = 9x2 + 12x + 4 – 2 

= (3x + 2)2 – 2 

(3x + 2)2 का तनम्नर्म मान = 0 

∴ f (x) का तनम्नर्म मान = – 2 

iii. f (x) = – (x – 1)2 + 10 

– (x – 1)2 का अधिकर्म मान = 0 

∴ f का उच्चर्म मान = 10 

iv. g (x) = x3 + 1 

g'(x) = 3x2 िो x ϵ R के जलए िनात्मक है। 

∴ g एक वितमान फलन है; अर्ः इसका कोई न्यूनर्म र्था अधिकर्म मान नही ंहै। 

प्रश्न 2. तनम्नजलखखर् कदए गए फलनों के उच्चर्म मान या तनम्नर्म मान, यकद कोई हो र्ो ज्ञार् 
कीजिए 

SHIVOM CLASSES - WhatsApp for Notes (8696608541)

SHIV
OM C

LASSES

86
96

60
85

41



 

(97) 
 

अवकलज के अनुप्रयोग 06 

i. f (x) |x + 2| – 1 
ii. g (x) = – |x + 1| + 3 
iii. h (x) = sin (2x) + 5 
iv. f (x) = |sin 4x + 3| 
v. h(x) = x + 1, x ϵ ( – 1, 1) 

उत्ति- 

i. f(x) = |x + 2| – 1 

|x + 2| का न्यूनर्म मान 0 है। 

∴ f का तनम्नर्म मान = – 1 

अर्ः उच्चर्म मान का अस्थस्तत्व नही ंहै। 

ii. g (x) = -|x + 1| + 3 

– |x + 1| का अधिकर्म मान = 0 

∴ g (x) = – |x + 1| + 3 का उच्चर्म मान 0 + 3 = 3 

तनम्नर्म मान का अस्थस्तत्व नही ंहै। 

iii. h (x) = sin (2x) + 5 

sin 2x का अधिकर्म मान = 1 

∴ h(x) = sin 2x + 5 का उच्चर्म मान, 1 + 5 = 6 

sin 2x का न्यूनर्म मान = – 1 

∴ h (x) = sin 2x + 5 का तनम्नर्म मान = – 1 + 5 = 4 
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iv. f (x) = |sin 4x + 3| 

sin 4x का अधिकर्म मान = 1 

f(x) = |sin 4x + 3| का उच्चर्म मान = |1 + 3| = 4 

र्था sin 4x का तनम्नर्म मान = – 1 

f (x) = |sin 4x + 3| का तनम्नर्म मान = |- 1 + 3| = 2 

v. h (x) = x + 1 . 

h'(x) = 1 = िनात्मक 

h वितमान फलन है। 

इसका कोई उच्चर्म या तनम्नर्म मान नही ंहै। 

प्रश्न 3. तनम्नजलखखर् फलनों के िानीय उच्चर्म या तनम्नर्म, यकद कोई हो र्ो ज्ञार् कीजिए 
र्था िानीय उच्चर्म या िानीय तनम्नर्म मान,िसैी स्थितर् हो, भी ज्ञार् कीजिए। 

i. f (x) = x2 
ii. g (x) = x3 – 3x 
iii. h(x) = sin x + cos x, o < x < π

2
 

iv. f (x) = sin x – cos x, 0 < x < 2π 
v. f (x) = x3 – 6x2 + 9x + 15 
vi. g (x) = x

2
+

2

x
, x >  0 

vii. g (x) = 1

x2+2
 

viii. f (x) = x√1 − x, x > 0 

उत्ति- 

i. f (x) = x2 
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f'(x) = 2x 

यकद f'(x) = 0 र्ब 2x = 0 या x = 0 

f'(x) िैसे ही x = 0 से होकि आगे बढ़र्ा है र्ो इसका धचह्न ऋणात्मक से िनात्मक में 
बदल िार्ा है। 

∴ x = 0 पि f िानीय तनम्नर्म है। 

िानीय तनम्नर्म मान = f (0) = 0 

ii. g(x) = x3 – 3x 

∴ g'(x) = 3x2 – 3 = 3 (x2 – 1) = 3 (x – 1) (x + 1) 

यकद g’ (x) = 0 र्ब 3x2 – 3 = 0 

⇒ x2 – 1 = 0 ⇒ x = ± 1 

x = – 1 पि g'(x) का धचर् – – = + 

– + = – 

िैसे ही x, x = – 1 से होकि आगे बढ़र्ा है, g’ का धचह्न + ve से – ve में परिवर्तर्र् होर्ा 
है। 

∴ x = – 1 पि g उच्चर्म है। 

उच्चर्म मान = g (- 1) = (- 1)3 – 3 (- 1) = – 1 + 3 = 2 

x = 1 पि g'(x) के धचह्न िैसे ही x, x = 1 से होकि आगे बढ़र्ा है, 

– + = – 
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+ + = + 

g’ (x), ऋणात्मक से िनात्मक में परिवर्तर्र् हो िार्ा है। 

x = 1 पि g तनम्नर्म है। 

तनम्नर्म मान = g(1) = 13 – 3 = – 2 

iii. कदया गया फलन h(x) = sin x + cos x , 0 < x <
π

2
 

∴ h'(x) = cos x − sin x = cos x (1 − tan x) 
x =

π

4
  पि x का मान π

4
 से थोडा कम किने से tan x, 1 से कम होगा र्था x का मान π

4
 

से थोडा अधिक िखने पि tan x, 1 से ज्यादा होगा। 

इस प्रकाि 1 – tan x का धचन्ह िनात्मक स ेऋणात्मक में पिवर्तर्र् होर्ा हैं। cos x में 
धचन्ह में कोई परिवर्तन नही ंहोर्ा। 

अर्ः x =
π

4
,h उच्चर्म हैं। 

िानीय उच्चर्म मान h (
π

4
) = sin

π

4
+ cos

π

4
=

1

√2
+

√2
=

2

√2
= √2 

iv. कदया गया फलन f(x) = sin x − cos x , 0 < x < 2 

 

SHIVOM CLASSES - WhatsApp for Notes (8696608541)

SHIV
OM C

LASSES

86
96

60
85

41



 

(101) 
 

अवकलज के अनुप्रयोग 06 

 
v. कदया गया फलन f(x) = x3 − 6x2 + 9x + 15 
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vi. कदया गया फलन g(x) =
x

2
+

2

x
,x > 0 

 

vii. कदया गया फलन g(x) =
1

x2+2
  … (i) 
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viii. कदया गया फलन f(x) = x√1 − x, 0 < x < 1  … (i) 

 

x =
2

3
 पि, धचन्ह परिवर्तर्र् िनात्मक से ऋणात्मक होर्ा हैं। िब x, x =

2

3
 से हो कि 

आगे बढ़र्ा हैं। 

∴ तबिंद ुf पि िानीय उच्चर्म हैं। 

अर्ः िानीय उच्चर्म मान f(x) = f (
2

3
) =

2

3
√1 −

2

3
=

2

3
√

1

√3
 

 
प्रश्न 4. ससि कीजिए कक तनम्नजलखखर् फलनों का उच्चर्म यो तनम्नर्म मान नही ंहै 

i. f (x) = ex 
ii. g (x) = log x 
iii. h(x) = x3 + x2 + x + 1 

उत्ति- 

i. कदया गया फलन f (x) = ex 

∴ f‘(x) = ex 
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f‘(x), x ∈ R कभी भी शून्य के समान नही ंहै। 

अर्: f का कोई उच्चर्म या तनम्नर्म मान नही ंहै। इतर् ससिम् 

ii. कदया गया फलन g(x) = log x   ∴ g'(x) =
1

x
 

⇒ x ∈ R,g′ (x)  कभी भी शून्य के समान नही ंहैं। इतर् ससिम ्

iii. कदया गया फलन h(x) = x3 + x2 + x + 1 

∴ h′(x) = 3x2 + 2x + 1  

यकद 3x2 + x + 1 = 0, र्ो 

x =
−2±√4−12

6
=

−1±√−2

3
 [िो काल्पतनक िाजश हैं] 

x ∈ R  के जलए, h′(x) ≠ 0 

अर्ः h कोई उच्चर्म या तनम्नर्म मान नही ंहैं। इतर् ससिम् 

प्रश्न 5. प्रदत्त अन्तिालों में तनम्नजलखखर् फलनों के तनिपेक्ष उच्चर्म मान औि तनिपेक्ष तनम्नर्म 
मान ज्ञार् कीजिए। 

i. f (x) = x3, x ϵ [- 2,2] 
ii. f (x) = sin x + cos x x ϵ [0, π] 
iii. f (x) = 4x – 1

2
x2, x ϵ [−2,

9

2
] 

iv. f (x) = (x – 1)2 + 3, x ϵ [- 3, 1] 

उत्ति- 

i. f (x) = x3, अन्तिाल [ – 2, 2] 

∴ (x) = 3x2 
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यकद f’ (x) = 0, र्ब 3x2 = 0 ∴ x = 0 

f(- 2) = (- 2)3 = – 8 

f (0) = (0)3 = 0 

र्था f (2) = (2)3 = 8 

तनिपेक्ष उच्चर्म मान = 8 

तनिपेक्ष तनम्नर्म मान = – 8 

ii. कदया गया फलन f (x) = sin x + cos x, अंर्िाल [0, π] 

∴ f′(x) = cos x – sin x 

यकद f′(x) = 0 

र्ब cos x − sin x = 0 ∴ tan x = 1 ⇒ x =
π

4
 

x = 0 पि, f(0) = sin 0० + cos0० = 1 

x =
π

4
 पि, f (

π

4
) = sin

π

4
+ cos

π

4
=

1

√2
+

1

√2
=

2

√2
= √2 

x = π  पि, f(π) = sinπ + cosπ = 0 – 1 = −1 

∴ तनिपेक्ष उच्चर्म मान = √2 

र्था तनिपके्ष तनम्नर्म मान = -1 

iii. कदया गया फलन f(x) = 4x −
1

2
x2, अंर्िाल [−2,

9

2
] 
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∴ तनिपेक्ष उच्चर्म मान = 8 

र्था तनिपके्ष तनम्नर्म मान = -10 

iv. कदया गया फलन f(x) = (x − 1)2 + 3, अंर्िाल [−3, 1] 

 

∴ तनिपेक्ष उच्चर्म मान = 19 

र्था तनिपके्ष तनम्नर्म मान = 3 

प्रश्न 6. यकद लाभ फलन P(x) = 41 – 72x – 18x2 से प्रदत्त है र्ो ककसी कम्पनी द्वािा अर्जिर् 
उच्चर्म लाभ ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- कदया गया फलन लाभ P(x) = 41 – 72x – 18x2…(i) 
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प्रश्न 7. अन्तिाल [0, 3] पि 3x4 – 8x3 + 12x2 – 48x + 25 के उच्चर्म मान औि तनम्नर्म 
मान ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- 
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∴ तनिपेक्ष उच्चर्म मान = 25 

र्था तनिपके्ष मान = -39 

प्रश्न 8. अन्तिाल [0, 2π] के ककन तबन्दओु ंपि फलन sin 2x अपना उच्चर्म मान प्राप्त किर्ा 
है। 

उत्ति- 

 

इसजलए हम x =
π

4
,

3π

4
,

5π

5
,

7π

2
 औि अंर्िाल [0, 2π] के तबिंद ुपि f मान ज्ञार् किर्े हैं। 
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इस प्रकाि फलन fx =
π

4
 र्था x =

5π

4
 पि अधिकर्म मान = 1 प्राप्त किर्ा हैं। 

प्रश्न 9. फलन sin x + cos x का उच्चर्म मान क्या है? 

उत्ति- माना f(x) = sin x + cos x, अन्तिाल [0, 2π] 

f′(x) = cos x – sin x 

उच्चर्म व तनम्नर्म मान के जलए, 

f′(x) = 0 ⇒ cos x – sin x = 0 ⇒ tanx = 1 

∴ x =
π

4
,
5π

4
 

f(x) = sin x + cos x में x के मान क्रमशः िखने पि, 

 
प्रश्न 10. अन्तिाल [1,3] में 2x3 – 24x + 107 का महत्तम मान ज्ञार् कीजिए।इसी फलन का 
अन्तिाल [- 3, – 1]में भी महत्तम मान ज्ञार् कीजिए। 
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उत्ति- 

 
x = 3 पि, अन्तिाल [−3, −1] के जलए हम x = −3, –2, –1 पि f(x) का मान ज्ञार् किर्े हैं। 

 
प्रश्न 11. यकद कदया है कक अन्तिाल [0, 2] में x = 1 पि फलन x4 – 62x3 + ax + 9 उच्चर्म 
मान प्राप्त किर्ा है र्ो a का मान ज्ञार् कीजिए। 
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उत्ति- 

 
प्रश्न 12. [0, 2π] पि x + sin 2x का उच्चर्म औि तनम्नर्म मान ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- 
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इसजलए हम x =
π

3
,

2π

3
,

4π

3
,

5π

3
 औि अंर्िाल [0, 2π] के अंर् तबिंद ुपि f(x) का मान ज्ञार् किर्े 

हैं। 

 
प्रश्न 13. ऐसी दो संख्याएाँ ज्ञार् कीजिए जिनका योग 24 है औि जिनका गुणनफल उच्चर्म हो। 

उत्ति- माना पहली सखं्या = x र्ब दसूिी सखं्या = 24 − x है। 

प्रश्नानुसाि, उनका गुणनफल p = x(24 − x) = 24x − x2…(i) 

उच्चर्म व तनम्नर्म मान के जलए, dp

dx
= 0 

समी० (1) का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

dp

dx
= 24 − 2x 

⇒ 0 = 24 − 2x  
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⇒ 2x = 24 

∴ x = 12 

पुनः समी० (1) का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

d2p

dx2 = −2 (ऋणात्मक मान) 

⇒ p, x = 12 के जलए उच्चर्म हैं। 

अर्ः संख्याएाँ 12, 12 हैं। 

प्रश्न 14. ऐसी दो िन संख्याएाँ x औि y ज्ञार् कीजिए र्ाकक x + y = 60 औि xy3 उच्चर्म हो। 

उत्ति- कदया है, 

 
समीकिण (1) से x का मान समीकिण (2) में िखने पि, 

(60 − y)y3 = p  

⇒ p = 60y3 − y4 

दोनों पक्षों का y के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 

उच्चर्म व तनम्नर्म मान के जलए, dp

dx
= 0 
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समीकिण (iii) का पुनः y के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 
y = 45 िखने पि, 

 

∴ y = 45  पि p उच्चर्म हैं। यकद y = 45 र्ब -(1) से x = 15 

अर्ः x = 15,y = 45 के जलए, p = xy2 उच्चर्म हैं। 

प्रश्न 15. ऐसी दो िन संख्याएाँ x औि y ज्ञार् कीजिए जिनका योग 35 हो औि गुणनफल x2y5 
उच्चर्म हो। 

उत्ति- दो िन संख्याएाँ x, y हैं। 

कदया है, x + y = 35 

⇒ y = 35 − x…(i) 

प्रश्नानुसाि, माना गुणनफल p = x2y5…(ii) 

समीकिण (1) से y का मान समीकिण (2) में िखने पि, 

p = x2(35 − x)5 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 
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उच्चर्म व तनम्नर्म मान के जलए, dp

dx
= 0 

⇒ x(35 − x04(70 − 7x) = 0  

∴ x = 0, 10, 35 

केवल 10 स्वीकृर् मान हैं र्था x = 0, 35 अस्वीकृर् कि कदए िार्े हैं। 

∵ x + y = 35  

x = 10 िखने पि, 

िब x, 10 के तनकट औि 10 की बाईं ओि हो र्ो 

 

इस प्रकाि x, 10 से होर्ा हुआ आगे बढ़र्ा हैं dp

dx
, िनात्मक से ऋणात्मक को परिवर्तर्र् होर्ा हैं। 

⇒ x = 10 पि p उच्चर्म हैं। 

∴ y = 35 – 10 = 25 

अर्ः अभीष्ट संख्याएाँ 10 औि 25 हैं। 

प्रश्न 16. ऐसी दो िन संख्याएाँ ज्ञार् कीजिए जिनका योग 16 हो औि जिनके घनों का योग 
तनम्नर्म हो। 
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उत्ति- माना, दो संख्याएाँ x औि y हैं। 

प्रश्नानुसाि, x + y = 16 ⇒ y = 16 − x ...(i) 

घनो का योग p = x3 + y3 

⇒ p = x3 + (16 − x)3 [समीकिण (i) से मान िखने पि] 

इसजलए, p'(x) = 3x3 − 3(16 − x)2 

= 3x3 − 3(256 + x2 − 32x) = 96x − 768 हैं। 

अब, p′(x) = 0 ⇒ 96x – 768 = 0 ⇒ x = 8 इसजलए, p′′(x)=96 

x = 8 के जलए, p′′(8) = 96 > 0 

यहा ाँ, p′′(8) > 0 हैं,इसजलए द्वद्वर्ीय अवकलन परिक्षण द्वािा, x = 8 िानीय तनम्निाम तबिंद ुहैं। 

समीकिण (1) से, y = 16 – 8 = 8 

अर्ः, संख्याएाँ x औि y के मान क्रमशः 8 औि 8 हैं। 

प्रश्न 17. 18 सेमी भुिा के टटन के ककसी वगातकाि टुकडे से प्रत्येक कोने पि एक वगत काटकि र्था 
इस प्रकाि बने टटन के फलकों को मोडकि ढक्कन िटहर् एक सनू्दक बनाना है। काटे िाने वाले 
वगत की भुिा ककर्नी होगी जिससे सनू्दक का आयर्न उच्चर्म होगा? 

उत्ति- माना वगत की प्रत्येक भुिा x समेी काटी गई है। 

∴ सनू्दक के जलए, 

लम्बाई = 18 − 2x 

चौडाई = 18 − 2x 

ऊाँ चाई = x 
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आयर्न V = ल० × चौ० × ऊाँ ० 

= x(18 − 2x) (18 − 2x)  

= x(18 − 2x)x2…(i) 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 

 

उच्चर्म व तनम्नर्म मान के जलए, dV

dx
= 0 

⇒ (18 − 2x) (18 − 6x) = 0  

⇒ 18 − 2x = 0 

⇒ 2x = 18 

⇒ x = 9 
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र्था 18 − 6x = 0 ⇒ x =
18

6
= 3 

∴ x = 3,9 

पिन्तु x = 9 सेमी सम्भव नही ंहैं। 

सम० (ii) का पुनः x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 

∴ x = 3  पि आयर्न अधिकर्म होगा अथातर्् वगत की भुिा प्रत्येक कोने से 3 सेमी कटी गई हैं 
र्ो आयर्न उच्चर्म होगा। 

प्रश्न 18. 45 सेमी लम्बी औि 24 सेमी चौडी आयर्ाकाि लोहे की एक चादि के चािों कोनों से 
समान भुिा का एक वगातकाि तनकालने के पश्चार्् खुला हुआ एक सन्दकु बनाया िार्ा है। वगों 
की भुिा की माप ज्ञार् कीजिये जिसके काटने पि बने सनू्दक का आयर्न महत्तम होगा। 

उत्ति- माना अभीष्ट वगत की भुिा x है र्ब ।। 

सनू्दक की लम्बाई = (45 − 2x) 

र्था सनू्दक की चौडाई = (24 − 2x) 

सनू्दक की ऊाँ चाई = x 

∴ सनू्दक का आयर्न 
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V = (45 – 2x) (24 – 2x)x 

 

 

∴ x = 5  पि V का मान महत्तम होगा। 
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∴ वगत की भुिा 5 सेमी होगी। 

प्रश्न 19. ससि कीजिए कक एक कदए वृत्त के अन्तगतर् सभी आयर्ों में वगत का क्षते्रफल उच्चर्म 
होर्ा है। 

उत्ति- माना a त्रत्रज्या के वृत्त के अन्तगतर् आयर् की लम्बाई x र्था चौडाई y है। 

धचत्र ABC में, 

AC = व्यास = a 

 

 
समीकिण (1) से y का मान (2) में िखने पि, 
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क्षेत्रफल के उच्चर्म व तनम्नर्म मान के जलए, dA

dx
= 0 

 
x2 का मान (1) में िखने पि, 

 

िब x तबिंद ुx = √2a से होकि िार्ा हैं र्ो dA

dx
 का धचन्ह िनात्मक से ऋणात्मक में बदल िार्ा 

हैं। 

अर्ः आयर् का क्षते्रफल उच्चर्म होगा, िब x = √2a औि y = √2a होगा। 

अथातर् आयर् वगत होगा। इतर् ससिम् 
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प्रश्न 20. ससि कीजिए कक कदए हुए सम्पूणत पृष्ठ औि महत्तम आयर्न के लम्बवृत्तीय बेलन की 
ऊाँ चाई, उसके आिाि के व्यास के बिाबि है। 

उत्ति- माना बेलन की ऊाँ चाई h र्था आिाि की त्रत्रज्या r है। 

पुनः माना बेलन का सम्पूणत पृष्ठ S औि आयर्न V है, र्ब 

 

r के सापेक्ष अवकलन किने पि, dV

dr
=

1

2
S − 3πr2 … (iv) 

V के महत्तम अथवा तनम्नर्म मान के जलए, dV

dr
= 0 

 

(iv) का r के सापेक्ष अवकलन किने पि, d2V

dr2 = −6πr(∵ अचर हैं) 

 

∴ r = √(
S

6π
) पि आयर्न उस्थच्चष्ठ होगा। 

अब S = 6πr2 का मान समीकिण (i) में िखने पि, 

6πr2 = 2πr2 + 2πrh या 4πr2 = 2πrh 

या h = 2r 
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अर्ः बेलन का आयर्न ,महत्तम होगा, यकद बेलन की ऊाँ चाई आिाि के व्यास के बिाबि होगी। 

प्रश्न 21. 100 सेमी3 आयर्न वाले कडब्बे सभी बेलनाकाि (लम्ब वृत्तीय) कडब्बों में से न्यूनर्म पृष्ठ 
क्षेत्रफल वाले कडब्बे की ववमाएाँ ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- माना बेलनाकाि कडब्बों की त्रत्रज्या r औि ऊाँ चाई h है। 

आयर्न = πr2h100 सेमी3 

∴ h =
100

πr2
  … (i) 

कडब्बों का कुल वृत्तीय क्षेत्रफल, S = 2πrh + 2πr2 

 
दोनों पक्षों का r के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 

उच्चर्म व तनम्नर्म मान के जलए, dS

dr
= 0 

 
समी० (2) का पुनः r के सापेक्ष अवकलन किने पि, 
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अर्ः कुल पृष्ठीय क्षेत्रफल न्यूनर्म होगा। 

प्रश्न 22. 28 मीटि लमे्ब र्ाि के दो टुकडे किके एक को वगत र्था दूसिे को वृत्त के रूप में मोडा 
िार्ा है। दोनों टुकडों की लम्बाई ज्ञार् कीजिए यकद उनसे बनी आकृतर्यों को संयुक्त क्षते्रफल 
न्यूनर्म है। 

उत्ति- र्ाि की लम्बाई l = 28 मी 

माना वगत की भुिा x र्था वृत्त की त्रत्रज्या r है, र्ब 

l = वगत का परिमाप + वृत्त की परिधि = 4x + 2πr = 28…(i) 

माना संयुक्त क्षते्रफल A है। 

A = वगत की क्षेत्रफल + वृत्त का क्षते्रफल = x2 + πr2 
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प्रश्न 23. ससि कीजिए कक R त्रत्रज्या के गोले के अन्तगतर् ववशालर्म शंकु का आयर्न गोले के 
आयर्न का 8

27
 होर्ा है। 

उत्ति- माना V, AB गोले के अन्तगतर् ववशालर्म शंकु का आयर्न है। स्पष्टर्या अधिकर्म 
आयर्न के जलए शंकु का अक्ष 

गोले की ऊाँ चाई के साथ होना चाटहए। 

माना ∠AOC = θ, 

∴ AC, शंकु के आिाि की त्रत्रज्या = R sin θ, िहा ाँ R गोले की त्रत्रज्या है। 
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प्रश्न 24. दशातइये कक एक तनजश्चर् आयर्न के शंक्वाकाि डेिे के बनाने में कम-से-कम कपडा 
लगेगा िब उसकी ऊाँ चाई आिाि की त्रत्रज्या के √2 गुना होगी। 

उत्ति- माना शंकु की ऊाँ चाई h, त्रत्रज्या r र्था तर्िछी ऊाँ चाई है- 

 

 
(i) से h का मान िखें पि, 

 
(ii) के दोनों पक्षों का r के सापेक्ष अवकलन किने पि, 
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अब यकद S2 तनस्थम्नष्ठ होगा र्ो S भी तनस्थम्नष्ठ होगा। 

 
प्रश्न 25. ससि कीजिए कक दी हुई तर्यतक ऊाँ चाई औि महत्तम आयर्न वाले शंकु का अित शीर्त 
कोण tan − 1√2 होर्ा है। 

उत्ति- माना शंकु की त्रत्रज्या = r, अितशीर्त ∠BAM = θ 

ऊाँ चाई = h; तर्यतक ऊाँ चाई = l 

ऊर्ध्ातिि ऊाँ चाई, h = AM = l cos θ 

शंकु की त्रत्रज्या, r = MC = l sin θ 
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प्रश्न 26. ससि कीजिए कक कदए हुए पृष्ठ औि महत्त्म आयर्न वाले लम्बवृत्तीय शंकु का अितशीर्त 
कोण sin−1 (

1

3
) होर्ा है। 

उत्ति- माना शंकु की त्रत्रज्या r, तर्िछी ऊाँ चाई l सम्पूणत पृष्ठ S र्था आयर्न V है। 

सम्पूणत पृष्ठ S = πr(r + l) या πrl = S – πr2 
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प्रश्न 27. वक्र x2 = 2y पि (0, 5) से न्यूनर्म दूिी पि स्थिर् तबन्द ुहै 

i. (2√2, 4) 
ii. (2√2, 0) 
iii. (0, 0) 
iv. (2, 2) 
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उत्ति- 

i. (2√2, 4) 

हल- 

मना वक्र x2 = 2y पि कोई तबन्द ुP(x, y) है। 

कदया हुआ तबन्द ुA(0, 5) है। 

 
x2 का मान समी० (1) में िखने पि, 

 

दोनों पक्षों का y के सापेक्ष अवकलन किने पि, dZ

dy
= 2y − 8 

उच्चर्म व तनम्नर्म मान के जलए, dZ

dy
= 0 

⇒ 2y – 8 = 0  

∴ y = 4 

समी० (ii) से, x2 = 2 × 4 = 8 

∴ x = 2√2 

दोनों पक्षों का पुनः y के सापेक्ष अवकलन किने पि, d2Z

dy2 = 2 = +ve 

x = 2√2, y = 4 पि Z तनम्नर्म हैं। 
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प्रश्न 28. x के सभी वास्तववक मानों के जलए 1−x+x2

1+x+x2 का न्यूनर्म मान है– 

a. 0 
b. 1 
c. 3 
d. 1

3
 

उत्ति- 

d. 1

3
 

हल- 
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x = 1 पि dy

dx
 का धचन्ह ऋणात्मक से िनात्मक में परिवर्तर्र् होर्ा हैं िब तबिंद ुx = 1 से 

होकि आगे बढ़र्ा हैं। 

∴ y तबिंद ुx = 1 पि मान तनम्नर्म हैं। 

तनम्नर्म मान, f(1) =
1−1+1

1+1+1
=

1

3
 

प्रश्न 29. [x(x − 1) + 1]
1

3
, 0 ≤ x ≤ 1 का उच्चर्म मान है: 

a. (
1

3
)

1

3 
b. 1

2
 

c. 1 
d. 0 

उत्ति- 

c. 1 

हल- 

माना y = [x(x − 1) + 1]
1

3
 

दोनों पक्षों का x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 

उच्चर्म व तनम्नर्म मान के जलए, dy

dx
= 0 
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⇒ 2x – 1 = 0 

⇒ x =
1

2
 

अब तबिंद ुx =
1

2
 औि अरं्िाल [0, 1] के अंर् तबन्दओु पि f का मान ज्ञार् किर्े हैं 

 
dy

dx
,x =

1

2
 पि धचन्ह -ve से +ve मेँ परिवर्तर्र् हो िहा हैं। 

∴ x =
1

2
 पि y तनम्नर्म हैं। 

उच्चर्म मान = 1 

विविध प्रश्नावली (पृष्ठ संख्या 259-261) 

प्रश्न 1. अवकलि का प्रयोग किके तनम्नजलखखर् में से प्रत्येक का सन्निकट मान ज्ञार् कीजिये: 

i. (
17

81
)

1

4 
ii. (33)−

1

5 

उत्ति- 

i.  
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ii.  
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प्रश्न 2. ससि कीजिये कक f(x) =
log x

x
 द्वािा प्रदत्त फलन x = e पि उच्चर्म है। 

उत्ति- 

 
प्रश्न 3. ककसी तनजश्चर् आिाि b के एक समद्वद्वबाहु त्रत्रभुि की समान भुिाएाँ 3 सेमी/ सेकंड की दि 
से घट िही ंहै। उस समय िब त्रत्रभिु की समान आिाि के बिाबि है, उसका क्षेत्रफल ककर्नी 
र्ेिी से घट िहा है। 
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उत्ति- माना △ABC एक समद्वद्वबाहु त्रत्रभिु है जिसके आिाि BC की लंबाई b है। माना △ABC 
की अन्य दो भुिाओ ंकी लंबाई a है। AD ⊥ BC बनाया 

 यहा ाँ, △ADC में, पाइथागोिस प्रमेय से, 

𝐴𝐷 = √a2 −
b3

4
 

 
त्रत्रभुि का क्षेत्रफल 

 
समय (t) के सापेक्ष क्षेत्रफल की दि, 

 

कदया हैं कक त्रत्रभुि की समान भुिाएाँ 3 सेधम/ सेकंड की दि से दि से घट िही हैं, इसजलए da

dt
=

−3 सेधम/ सेकण्ड से घट िहा हैं। 
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प्रश्न 4. वक्र y2 = 4x के तबिंद(ु1, 2) पि अधभलम्ब का समीकिण ज्ञार् कीजिये। 

उत्ति- कदए गए वक्र का समीकिण: y2 = 4x, 

इसजलए, x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 
इसजलए, तबिंद ु(1, 2) पि अधभलम्ब का समीकिण: 

y – 2 = −1(x − 1)  

⇒ y – 2 = −x + 1 i.e. 

x + y – 3 = 0 

प्रश्न 5. ससि कीजिये कक वक्र x = a cos θ + aθ sin θ ,y = a sin θ − aθ cos θ के ककसी 
तबिंद ुθ पि अधभलम्ब मुल तबिंद ुसे अचि दिुी पि हैं। 

उत्ति- 

 

ककसी तबिंद ुθ पि, अधभलम्ब की प्रवणर्ा = −
1

tan θ
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अर्ः, अधभलम्ब मूल तबिंद ुसे एक अचि दिुी पि स्थिर् हैं। 

प्रश्न 6. अंर्िाल ज्ञार् कीजिये जिन पि f(x) =
4 sin x−2x−x cos x

2+cos x
 से प्रदत्त फलन f(i) तनिंर्ि 

वितमान (ii) तनिंर्ि हासमान हैं। 

उत्ति- 
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अब, x =
π

2
 औि x =

3π

2
 अंर्िाल (0, π) को र्ीन भागो में ववभाजिर् किर्े हैं। िोकक 

(0,
π

2
) , (

π

2
,

3π

2
) औि (3π

2
, 2π) हैं। 

 

प्रश्न 7. अंर्िाल ज्ञार् कीजिये जिन पि f(x) = x3 +
1

x3 ,x ≠ 0 से प्रदर् फलन (i) वितमान (ii) 
हासमान हैं। 

उत्ति- 
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प्रश्न 8. दीघतवरृ् x2

a2 +
y2

b2 = 1 के अंर्गतर् उस समद्वद्वबाहु त्रत्रभुि का महत्तम क्षते्रफल ज्ञार् 
कीजिये शीर्त दीघत अक्ष का एक ससिा हैं। 

उत्ति- कदया गया दीघतवृर् x2

a2 +
y2

a2 = 1 

माना दीघतवृर् के अरं्गतर् ABC कोई त्रत्रभुि हे जिसका शीर्त C तबिंद ु(a, 0) पि स्थिर् हैं। 

दीघतवृर् x-अक्ष र्था y-अक्ष के समधमर् हैं, इसजलए तबिंद ुA के तनदेशांक (-x1, y1) लेन ेपि, तबिंद ु
B के तनदेशाकं (-x1, y1) होंग।े 

इसजलए y1 = ±
b

a
√a2 − x

2

1
 

अब, तबिंद ुA के तनदेशाकं 

 
हैं र्था तबिंद ुB के तनदेशांक 

 
तबिंद ु(x1, y1) दीघतवृर् पि स्थस्तथ हैं, इसजलए टूि ABC का क्षते्रफल, 
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अर्ः, तबिंद ुx1 =
b

a
 पि क्षेत्रफल अधिकर्म होगा। 

त्रत्रभुि का अधिकर्म क्षेत्रफल तनम्नजलखखर् होगा: 

 
प्रश्न 9. आयर्ाकाि आिाि व आयर्ाकाि दीवािों की 2 मीटि गहिी औि 8 मीटि2 आयर्न की एक 
तबना ढक्क्न की टंकी का तनमातण किना हैं। यकद टंकी के तनमातण में आिाि के जलए ₹70/ मीटि2 
औि दीवािों पि ₹45/ मीटि2 व्यय आर्ा हैं र्ो तनम्नर्म खचत से बनी टंकी की लागर् क्या हैं? 

उत्ति- माना l, b र्था h क्रमशः टंकी की लम्बाई, चौडाई र्था ऊाँ चाई को दशातर्े हैं। 

इसजलए, ऊाँ चाई (h) = 2 मीटि 

टंकी की आयर्न = 8 मीटि3 

पिन्तु, टंकी का आयर्न = l × b × h 

∴ 8 = l × b × 2  

lb = 4 ⇒ b = 4

l
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अब, आिाि का क्षते्रफल = lb = 4 

चािों दीवािों का क्षते्रफल (A) = 2h(l + b) 

 

लम्बाई ऋणात्मक नही ंहोर्ी, इसजलए l = 2 हैं। इसजलए, b =
4

l
=

4

2
= 2 

 
इसजलए, द्वद्वर्ीय अवकलि परिक्षण द्वािा, तबिंद ुl = 2 पि क्षेत्रफल तनम्नर्म हैं। 

अर्ः, l = b = h = 2 

चू ाँकक टंकी के आिाि को बनाने में कुल खचत = ₹70 × (lb) = ₹70(4) = ₹280 

टंकी की दीवािों को बनाने में = ₹2h (l + b) × 45 = ₹90(2)(2 + 2) = ₹8(90) = ₹720 

अर्ः, टंकी की दीवािों को बनाने में कुल खचत = ₹(280 + 720) = ₹1000 

प्रश्न 10. एक व्रर् औि एक वगत के परिमापों का योग k हैं, िहा ाँ k एक अचि हैं। ससि कीजिये की 
उनके क्षेत्रफल का योग तनम्नर्म हैं िब वगत की भुिा वरृ् की त्रत्रज्या की दगुुनी हैं। 
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उत्ति- माना वृर् की त्रत्रज्या r हैं र्था वगत  की भुिा a हैं। इसजलए, प्रश्नानुसाि 

2πr + 4a = k  (िहा ाँ k एक अचि हैं) ⇒ a =
k−2πr

4
 

इसजलए, वृर् र्था वगत के क्षेत्रफल का योग (A) 

 
अर्, यह ससि होर्ा है कक यकद क्षेत्रफल का योग तनम्नर्म हैं र्ो वगत की भुिा वरृ् की भुिा की 
त्रत्रज्या की दगुुनी होगी। 
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प्रश्न 11. ककसी आयर् के ऊपि बने अितवृर् के आकाि वाली खखडकी हैं। खखडकी का सम्पूणत 
परिमाप 10 मीटि हैं। पूणतर्यः खुली खखडकी से अधिकर्म प्रकाश आने के जलए खखडकी की 
ववमाएाँ ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- माना आयर्ाकाि खखडकी की लम्बाई x र्था चौडाई y हैं। 

इसजलए, अित वरृ्ाकाि खखडकी की त्रत्रज्या = x

2
 

खखडकी परिमाप = 10 मीटि 

 
इसजलए, खखडकी का कुल क्षेत्रफल (A), 
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अर्ः, पूणतर्यः खुली खखडकी से अधिकर्म प्रकाश आने के जलए खखडकी की ववमाएाँ 20

π+4
 मीटि 

औि 10

π+4
 मीटि है। 

प्रश्न 12. त्रत्रभुि की भुिाओ से a औि b दिुी पि त्रत्रभुि के कािण पि स्थस्तथ एक तबिंद ुहैं। ससि 

कीजिए कक कािण की न्यूनर्म लम्बाई (a
2

3 + b
3

2) हैं। 
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उत्ति- माना ABC एक समकोण त्रत्रभिु हैं जिसका कोण B समकोण हैं। माना AB = x र्था BC 
= y हैं। 

माना P कोई तबिंद ुहैं िो भुिाओ से a औि b पि स्थिर् हैं। 
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इसजलए, द्वद्वर्ीय अवकलि परिक्षण द्वािा, िब tan θ = (
b

a
)

1

3 हैं र्ो कणत की लम्बाई न्यनूर्म 
हैं। 

 
प्रश्न 13. उन तबन्दओु को ज्ञार् जिन पि, f(x) = (x − 2)4 (x + 1)3 द्वािा प्रदर् फलन f का, 

(i) िानीय उच्चर्म तबिंद ुहैं (ii) िानीय तनम्नर्म तबिंद ुहैं (iii) नर् परिवर्तन तबिंद ुहैं। 

उत्ति- 
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अब, x के मान पि, िो 2

7
 के तनकटर्म हैं र्था 2

7
 से कम हैं, के जलए, f′(x) < 0 

र्था x के मान पि, िो 2

7
 के तनकटर्म हैं र्था 2

7
 से अधिक हैं, के जलए, f′(x) < 0 

अर्ः, x =
2

7
 एक िानीय उच्चर्म तबिंद ुहैं। 

अब, x के मान पि, िो 2 के तनकटर्म हैं र्था 2 से कम हैं के जलए, f′(x) < 0 

र्था x के मान पि, िो 2 के तनकटर्म हे र्था 2 से अधिक हैं, के जलए, f′(x) > 0 

अर्ः, x = 2 एक िनीय तनम्नर्म तबिंद ुहैं। 

अब x के मान में -1 के जलए परिवर्तन किन ेपि, f'(x) का धचन्ह नही ंबदलर्ा हैं। 

अर्ः, x = -1 एक नर् परिवर्तन तबिंद ुहैं। 

प्रश्न 14. f(x) = cos2 x + sin x, x ∈ [0, π]  द्वािा प्रदर् फलन f के तनिपेक्ष उच्चर्म औि 
तनम्नर्म मान ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- 
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अब, f का मान, तबन्दओु x =
π

2
 औि x =

π

6
 पि र्था अरं्िाल [0, π] के अंत्य तबन्दओु (अथातर्् 

x = 0 र्थ x = π पि) पि ज्ञार् किने पि: 

 

अर्ः, फलन f का तनिपेक्ष उच्चर्म मान 5

4
 तबिंद ुx =

π

6
 पि प्राप्त होर्ा हैं र्था तनिपेक्ष तनम्नर्म 

मान 1 तबिंद ुx = 0, π

2
 औि π पि, प्राप्त होर्ा हैं। 

प्रश्न 15. ससि कीजिय ेकक एक r त्रत्रज्या के गोले के अंर्गतर् उच्चर्म आयर्न के लम्ब वरृ्ीय शंकु 
की ऊाँ चाई 4r

3
 हैं। 

उत्ति- माना एक शंकु, एक तनजश्चर् त्रत्रज्या (r)वाले गोले के अंर्गतर् स्थस्तथ हैं। 

माना R औि H क्रमशः शंकु की त्रत्रज्या र्था ऊाँ चाई हैं। 

शंकु का आयर्न V =
1

3
πR2H 

अब, समकोण त्रत्रभिु BCD में, BC = √r2 − R2 

H = r + √r2 − R2 
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प्रश्न 16. मान लीजिये [a, b] पि परिभाद्वर्र् एक फलन f हैं प्रकाि कक सभी x ∈ (a, b) के जलए 
f′(x) > 0 है र्ो ससि कीजिये की [a, b] पि f एक वितमान हैं। 

उत्ति- हमें ससि किना है कक फलन तनिंर्ि वितमान है, अथातर् 

 
माना x1 औि x2 दो सखं्याएाँ इस प्रकाि हैं कक x1, x2 ∈ [a, b] र्था x2 > x1 

फलन f अंर्िाल [x1,x2], में संर्र् र्था अवकलनीय है क्योंकक ये फलन [a, b] में संर्र् र्था 
अवकलनीय है। 

माध्यान प्रमेय से, कोई तबिंद ुc ∈ [x1, x2], इस प्रकाि हैं कक 
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अब, ककन्ही दो तबन्दओु x1, x2 ∈ [a, b], िहा ाँ x2 > x1, हमें f(x2) > f(x1) प्राप्त होर्ा है। 

अर्ः, अरं्िाल [a, b] पि फलन f वितमान हैं। 

प्रश्न 17. ससि कीजिए कक एक R त्रत्रज्या के गोले के अंर्गतर् आयर्न के बेलन की ऊाँ चाई 2R

√3
 है। 

अधिकर्म आयर्न भी ज्ञार् कीजिए। 

उत्ति- गोले की त्रत्रज्या = R माना r र्था h क्रमशः बेलन की त्रत्रज्या र्था ऊंचाई हैं। 

आकृतर् से, h = 2√R2 − r2 

बेलन का आयर्न (V) 
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प्रश्न 18. ससि कीजिए कक अित शीर्तकोण α औि ऊाँ चाई h के लम्ब वृर्ीय शंकु के अंर्गतर् 
अधिकर्म आयर्न के बेलन दी ऊाँ चाई, शंकु की एक तर्हाई हैं औि बेलन औि अधिक़र्न 
आयर्न 4

27
πh2 tan2 a हैं। 

उत्ति- कदए गए शंकु की ऊाँ चाई h र्था अित शीर्तकोण a हैं। माना बेलन की त्रत्रज्या र्था ऊाँ चाई 
क्रमशः R औि H हैं। 
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इसजलए, द्वद्वर्ीय अवकलि परिक्षण द्वािा, बलेन का आयर्न अधिकर्म हैं िब R =
2h

3
tan α 

हैं। 

अर्ः शंकु के अंर्गतर् त्रधिकर्म आयर्न के बेलन की ऊाँ चाई, शंकु की एक तर्हाई हैं। 

अब, अधिकर्म आयर्न 

 
प्रश्न 19. एक 10 मीटि त्रत्रज्या के बेलनाकाि टंकी में 314 मीटि3/ घंटा की दि से गेहं भिा िार्ा 
हैं। भिे गेहं की गहिाई वृजि दि हैं: 

a. 1 मीटि/ घंटा 

SHIVOM CLASSES - WhatsApp for Notes (8696608541)

SHIV
OM C

LASSES

86
96

60
85

41



 

(160) 
 

अवकलज के अनुप्रयोग 06 

b. मीटि/ घंटा 
c. मीटि/ घंटा 
d. 0.5 मीटि/ घंटा 

उत्ति- 

a. 1 मीटि/ घंटा 

हल- 

माना बेलनाकाि टंकी की त्रत्रज्या r हैं। 

इसजलए, टंकी क आयर्न V = π (त्रत्रज्या)2 × ऊाँ चाई ⇒ V = π(10)2h = 100πh 

समय t के सापेक्ष अवकलि किने पि, dV

dt
= 100π

dh

dt
 

बेलनाकाि टंकी में 314 मीटि2/ घंटा की दि से गेहं भिा िार्ा हैं dV

dt
= 314 मीटि3/ घंटा 

 
अर्ः, भिे गए गेहं की गहिाई वृजि दि = 1 मीटि/ घंटा। 

प्रश्न 20. वक्र x = t2 + 3t – 8, y = 2t2 – 2t -5 के तबन्द ु(2, -1) पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा 
है- 
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उत्ति- 

 
कदया गया तबिंद ु= (2, -1) 

तबिंद ुx = 2 पि, t2 + 3t - 8 = 2 ⇒ t2 + 3t - 10 = 0 ⇒ (t - 2)(t + 5) = 0 ⇒ t = 2 
या t = -5 

तबिंद ुy = -1 पि, 2t2 -2t - 5 = -1 ⇒ 2t2 - 2t - 4 = 0 ⇒ (t - 2)(t + 1) = 0 ⇒ t = 
2 या t = -1 

t का उभयतनष्ठ मान 2 हैं।  

अर्ः, तबिंद ु(2, -1) पि स्पशत िेखा की प्रवणर्ा 

 
प्रश्न 21. िेखा y = mx + 1, वक्र y2 = 4x की एक स्पशत िेखा हैं यकद m का मान हैं: 

a. 1 
b. 2 
c. 3 
d. 1

2
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उत्ति- 

a. 1 

हल- 

कदया गए वक्र की स्पशत िेखा का समीकिण: y = mx + 1 

समीकिण y = mx + 1 से y का मान y2 = 4x िखने पि, 

(2m - 4)2 - 4m2(1) = 0 ⇒ 4m2 + 16m - 4m2 = 0 ⇒ 16 = 16m ⇒ m = 1 

अर्ः, m का अभीष्ट मान 1 हैं।  

प्रश्न 22. वक्र 2y + x2 = 3 के तबिंद ु(1, 1) पि अधभलम्ब, का समीकिण हैं: 

a. x + y = 0 
b. x - y = 0 
c. x + y + 1 = 0 
d. x - y = 1 

उत्ति- 

b. x - y = 0 

हल- 

वक्र का समीकिण: 2y + x2 = 3 

x के सापेक्ष अवकलन किने पि 
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अर्ः, तबिंद ु(1, 1) अधभलम्ब का समीकिण: y - 1 = 1(x - 1) 

⇒ y - 1 = x - 1 

⇒ x - y = 0 

प्रश्न 23. वक्र x2 = 4y का तबिंद ु(1, 2) से हो कि िाने वाला अधभलम्ब हैं: 

a. x + y = 3 
b. x - y = 3 
c. x + y = 1 
d. x - y = 1 

उत्ति- 

a. x + y = 3 

हल- 

कदया गया वक्र का समीकिण: x2 = 4y 

x के सापेक्ष अवकलन किने पि 
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कदया हैं कक अधभलम्ब तबिंद ु(1, 2) से होकि िार्ा हैं। इसजलए 

 
क्योंकक तबिंद ु(h, k), वक्र x2 = 4y पि स्थस्तथ है, इसजलए 

 
समीकिण (i) से, 

 
अर्ः, अधभलम्ब का समीकिण: 

 
प्रश्न 24. वक्र 9x2 = x3 पि वे तबिंद ुिहा ाँ पि वक्र का अधभलम्ब अक्षो से समान अरं्ः खंड बनार्ा 
है: 

 

SHIVOM CLASSES - WhatsApp for Notes (8696608541)

SHIV
OM C

LASSES

86
96

60
85

41



 

(165) 
 

अवकलज के अनुप्रयोग 06 

उत्ति- 

 
हल- 

वक्र का समीकिण: 9y2 = x3 

x के सापेक्ष अवकलन किने पि, 

 

 

∴ तबिंद ु(x1, y1) पि, अधभलम्ब क्क समीकिण: 

 
कदया हैं की वक्र का अधभलम्ब अक्षो से समान अंर्ः खंड बनार्ा हैं, इसजलए 
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तबिंद ु(x1, y1) वक्र स्थस्तथ हैं, इसजलए 
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