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अध्याय-3: त्रिकोिमितीय फलन 
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त्रिकोिमितीय फलन 03 

त्रिकोिमिती (Trigonometry) 
यह शब्द ग्रीक भाषा के शब्द 'trigonon' जिसका अर्थ है त्रिभुि (triangle) तर्ा 'metron' 
जिसका अर्थ है माप (measure) से ममलकर बना है। इस प्रकार त्रिकोणममतत शब्द का अर्थ 
त्रिभुिों का मापन है। शाजब्दक अर्थ के अनुसार, त्रिकोणममतत गणणतशास्त्ि की वह शाखा है िो 
त्रिभुिों की माप का वणथन करती है। त्रिकोणममतत का मुख्य उपयोग त्रिभुिों का हल ज्ञात करने 
में ककया िाता है। 

कोि (Angle) 
एक ही समतल में ककसी पररक्रामी रेखा के उसकी प्रारजभभक जस्त्र्तत से अजततम जस्त्र्तत तक के 
घूणथन को कोण कहत ेहैं। ये धनात्मक या ऋणात्मक होते हैं। 

 
यदद पररक्रामी रेखा OA आदद रेखा OX से वामावतथ (anticlockwise) घूमकर कोण XOA का 
तनमाथण करती है, तो इसे धनात्मक कोण कहत ेहैं और यदद पररक्रामी रेखा OB आदद रेखा OX 
से दक्षिणावतथ (clockwise) घूमकर कोण XOB का तनमाथण करती है, तो इसे ऋणात्मक कोण 
कहत ेहैं। 
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त्रिकोिमितीय फलन 03 

कोिो की िाप (Measurement of Angles) 
कोण मापन की तनभन तीन पद्धततयााँ हैं 

(i) षजटिक पद्धतत (Sexagesimal System) 
(ii) शततक पद्धतत (Centesimal System) 
(iii) वतृ्तीय पद्धतत (Circular System) 

(i) षष्टिक पद्धतत (Sexagesimal System)- इस पद्धतत में एक समकोण को 90 बराबर 
भागों में ववभाजित ककया िाता है तर्ा इस प्रकार प्राप्त एक भाग को एक अंश या डिग्री 
कहा िाता है। एक अशं के 60 बराबर भाग ककये िात ेहैं िो कला (minutes) कहलाते हैं। 
कला के पुनः 60 बराबर भाग ककये िात ेहैं िो ववकला (seconds) कहलात ेहैं। इस प्रकार, 
60 ववकला (60") = 1 कला (1) 
60 कला (60) = 1 अंश (1°) 
90° अंश (90°) = 1 समकोण। 

(ii) शततक पद्धतत (Centesimal System)- कोण मापने की शततक पद्धतत में एक समकोण 
को 100 बराबर भागों में बााँिा िाता है तर्ा इस प्रकार प्राप्त एक भाग को एक गे्रि (grade) 
कहा िाता है। एक गे्रि को 100 भागों में ववभाजित ककया िाता है तर्ा प्रत्येक भाग को 
कला या ममनि कहत ेहैं। ममनि के 100 वें भाग को ववकला या सेकण्ि कहा िाता है। इस 
प्रकार, 
100 ववकला (100") = 1 कला (1’) 
100 कला (100’) = 1 गे्रि (1g) 
100 गे्रि (100g) = 1 समकोण। 

(iii) वतृ्तीय पद्धतत (Circular System)-  वतृ्तीय पद्धतत में कोण मापने का मािक रेडियन 
है। 
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त्रिकोिमितीय फलन 03 

कातीय समतल में मूलत्रबतद ुO को केतर मानकर r त्रिज्या का एक वतृ्त खींचा। वतृ्त की पररधध 
के ककसी त्रबतद ुA से त्रिज्या r के तुल्य लभबाई का चाप AB कािकर OB को ममलाया। इस 
प्रकार केतर O पर बने कोण AOB को एक रेडियन कहत ेहैं। दसूरे शब्दों में, ककसी वतृ्त के 
केतर पर उसकी त्रिज्या के बराबर लभबाई के चाप द्वारा अततररत कोण का पररमाण एक 
रेडियन है। एक रेडियन को 1c द्वारा प्रदमशथत ककया िाता है। 
यदद चाप की लभबाई AB = s हो, तो उसके द्वारा केतर पर अततररत कोण का पररमाण 
θ =

s

r
 रेडियन होता है। 

अतः वतृ्त के केतर पर बना कोण = चाप
त्रिज्या 

वतृ्त की पररधध की लभबाई 2πr होती है। यदद वतृ्त की पररधध को वतृ्त की त्रिज्या के बराबर भागों 
में ववभाजित ककया िाये तो, 

कुल भागों की संख्या = 2πr

r
= 2π 

अत: वतृ्त की पररधध द्वारा वतृ्त के केतर पर बने कोण का मान 2π रेडियन होता है। 
हम िानत ेहैं कक वतृ्त की पररधध वत्त के केतर पर 4 समकोण का कोण बनाती है। 

 
रेडियन एक अचर कोण है (Radian is a Constant Angle) 
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कातीय समतल में मूलत्रबतद ु0 को केतर मानकर त्रिज्या का एक वतृ्त खींचा तर्ा इस वतृ्त की 
पररधध पर तीन त्रबतद ुA, B,C इस प्रकार मलया कक 

∠AOB = 1 रेडियन 
और  ∠AOC = 2 समकोण 
हम िानत ेहैं कक ककसी वतृ्त में उसके केतर पर बना कोण, कोण के सभमुख चाप की लभबाई 
के समानुपाती होता है। 

 
उदाहरि 
उदाहरि: एक वतृ्त का व्यास 50 सेमी है। उसकी 11 सेमी लभबाई के चाप द्वारा केतर पर 
अततररत कोण का पररमाण डिग्री में ज्ञात कीजिए। 
हल: 
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त्रिकोिमितीय फलन 03 

 
उदाहरि: ककसी वतृ्त की त्रिज्या 48 सेमी है। इसकी पररधध पर 3 सेमी त्रिज्या वाले वतृ्त का तार 
रखा िाता है। तार द्वारा वतृ्त के केतर पर अततररत कोण का मान अंशों में ज्ञात कीजिए। 
हल: 

 
इकाई वतृ्त की सहायता से त्रिकोिमितीय फलनों की पररभाषा 
तनदेशाकं समतल में एक वतृ्त खींधचए जिसका केतर मूलत्रबतद ु0 है तर्ा वतृ्त की त्रिज्या को 
इकाई मानकर एक संख्या रेखा (Number line) खीधंचए िैसा कक धचि में प्रदमशथत ककया गया 
है। 
माना कक X-अि और इकाई वतृ्त का प्रततच्छेद त्रबतद ुA है। तब A को जस्त्र्र मानकर संख्या 
रेखा YAY' पर ककसी संख्या x के मलए वतृ्त पर त्रबतद ुA से P की दरूी को x माना िा सकता 
है। यदद धन है तो दरूी को इकाई वतृ्त के सार् वामावतथ ददशा (Anticlockwise direction) में 
तर्ा x ऋण है, तो इसे दक्षिणावतथ ददशा (Clockwise direction) में नापा िाता है। 
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त्रिकोिमितीय फलन 03 

 
स्त्पटि है कक प्रत्येक वास्त्तववक संख्या x के संगत वतृ्त पर एक त्रबतद ुP(x) सभबजतधत ककया 
िा सकता है। इस प्रकार, हम एक फलन P:x→P(x) प्राप्त करते हैं जिसका िोमेन वास्त्तववक 
संख्याओं का और पररसर इकाई त्रिज्या के वतृ्त पर जस्त्र्त त्रबतदओुं का समुच्चय है। 
माना कक वास्त्तववक संख्या x के संगत इकाई वतृ्त पर त्रबतद ुP(x,y) है। तब, त्रिकोणममतत फलनों 
को हम तनभन प्रकार पररभावषत करत ेहैं : 

(i) ज्या फलन (Sine Function): क्रममत युग्मों (x, Y) का समुच्चय है िो प्रत्येक 
वास्त्तववक संख्या x को त्रबतद ुP की कोदि Y से सभबजतधत करता है। इस प्रकार, 
sin x = Y, ∀x ∈ R 
िहााँ R वास्त्तववक संख्याओ ंका समुच्चय है। 

ज्या फलन का िोमेन वास्त्तववक संख्याओ ंका समुच्चय है तर्ा पररसर -1 से 1 तक की सभी 
वास्त्तववक संख्याओं का समुच्चय है। 

(ii) कोज्या फलन (Cosine Function): यह क्रममत युग्मों (x, X) का समुच्चय है िो 
प्रत्येक संख्या x को त्रबतद ुP के भुिा X से सभबजतधत करता है, अर्ाथत ्
cosx = X, ∀x ∈ R 

कोज्या फलनों के िोमेन और पररसर वही हैं िो क्रमशः ज्या फलनों के िोमेन और पररसर हैं। 

(iii) स्त्पशथज्या फलन (Tangent Function) : यह क्रममत युग्मों (x Y

X
) का समुच्चय है 

िो प्रत्येक x ∈ R को संख्या Y
X
 से सभबजतधत करता है। इस प्रकार, यदद X≠0 तो, 
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सववसमिका (Identity) 
हम िानत ेहैं कक (a+b)2 = a2 + b2 + 2ab एक समीकरण है, इसे बीिीय समीकरण कहत े
हैं। यह समीकरण a और b (िो बीिीय रामशयााँ हैं) के प्रत्येक मान के मलए सत्य है, ऐसा 
समीकरण सवथसममका कहलाता है। 
“िब कोई समीकरण उसमें आन ेवाली अज्ञात रामश अर्वा रामशयों के सभी मानों के मलए सत्य 
होता है, तो उस ेसवथसममका कहत ेहैं।" 
इसी प्रकार, sin2θ + cos2θ = 1 भी एक सवथसममका है क्योंकक यह θ के प्रत्येक मान के मलए 
सत्य है। यह त्रिकोणममतीय सवथसममका कहलाती है। अतय त्रिकोणममतीय सवथसममकाओं के 
उदाहरण नीचे ददये गये हैं: 

 
त्रिकोणममतीय सवथसममकाओं को मसद्ध करने के मलए हम उसके ककसी एक पि को, ववशेषतः 
वह पि िो अधधक कदिने प्रतीत हो, सूिों की सहायता से दसूरे पि में रूपाततररत कर देते है। 
कभी-कभी दोनों पिों को अलग-अलग लेकर चलना पड़ता है तर्ा दोनों में से प्रत्येक को एक 
ही सुववधािनक रूप से रूपाततररत ककया िाता है। 
अब हम कुछ सवथसममकाओं पर ववचार करेंगे। 

(i) sin2θ + cos2θ = 1 
(ii) sec2θ = 1 + tan2 
(iii) cosec2θ = 1 + cot2 

यहााँ हम इन सूिों को मसद्ध करेंगे। 
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उदाहरि- 
उदाहरि: मसद्ध कीजिए कक 2sin2A + cos4A = 1 + sin4A 
हल: 

 
उदाहरि: मसद्ध कीजिए कक (sinA + cosA)(tanA + cotA) = secA + cosecA. 
हल: 
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त्रिकोिमितीय अनुपातो के चिन्ह 
धचतहों की पररपािी से स्त्पटि है कक िब θ प्रर्म पाद में जस्त्र्त है, तब लभब PM और आधार 
OM दोनों धन है। चंूकक कोण बनाने वाली रेखा OP को सदैव धन ही मलया िाता है अतः 
प्रर्म पाद में प्रत्येक कोण िो 0° और 90° के बीच में होता है, के त्रिकोणममतीय अनुपात धन 
होत ेहैं। 
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िब कोण θ दसूरे पाद में जस्त्र्त है अर्ाथत θ का मान 90° और 180°के बीच में है, तब तो 
लभब PM धन और आधार OM ऋण होगा। चूाँकक OP धन है, अतएव sine θ और cosec θ 
धन होंगे तर्ा शेष अनुपात cos θ, tan θ, sec θ और cot θ ऋण होंगे। 

 
िब कोण θ ततृीय पाद में जस्त्र्त है अर्ाथत ्िब 8 का मान 180° और 270° के बीच में है, 
तब लभब PM और आधार OM दोनों ऋण हैं। फलस्त्वरूप tan θ और cot θ दोनों धन होंगे 
और शेष अनुपात sin θ,cos θ,cosec θ और sec θ ऋण होंगे। 
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यदद कोण θ चतुर्थ पाद में जस्त्र्त है अर्ाथत ्θ का मान 270° और 360° के बीच में है, तब 
OM धन और लभब PM ऋण होगा। अतएव cos θ और sec θ धन तर्ा शेष अनुपात sinθ, 
tanθ,cosecθ और cotθ ऋण होंगे। 
अतः त्रिकोणममतीय अनुपातों के धचतह चारों पादों में तनभन प्रकार हैं: 

 
कोि (-𝛉) के त्रिकोिमितीय अनुपातों को कोि के त्रिकोिमितीय अनुपातों 
के पदों िें व्यक्त करना 
माना कक पररक्रामी रेखा OP प्रारजभभक रेखा Ox से धन ददशा में कोण θ बनाती है और ऋण 
ददशा में (OP जस्त्र्तत में) कोण (-θ) बनाती है। तब, 
∠XOP = θ और ∠XOP' = - θ 
अब PP' को ममलाया िो OX को त्रबतद ुM पर कािती है। स्त्पटि है कक MP और MP' पररमाण 
में बराबर ककतत ुधचतह में ववपरीत होंगे तर्ा ज्याममतीय से, समकोण त्रिभुि OMP और OMP' 
सवाांगसम होंगे। 
अतः त्रिकोणममतीय अनुपातों की पररभाषा से, 
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टिप्पिी: ऊपर ददये हुए धचि में सुववधा के मलये θ को तयूनकोण मान मलया गया है। ककततु 
उपयुथक्त फल θ के सभी मानों के मलए सत्य हैं। 
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त्रिकोिमितीय फलन 03 

कोि (90°-θ) के त्रिकोिमितीय अनुपातों को कोि θ के त्रिकोिमितीय 
अनुपातों के पदों िें व्यक्त करना 
माना कक पररक्रामी रेखा OP, अपनी प्रारजभभक जस्त्र्तत OA से धन ददशा (वामावतथ) में घूमकर 
∠POA = θ बनाकर OP पर रुक िाती है। 
पुनः माना कक पररक्रामी रेखा OP, अपनी प्रारजभभक जस्त्र्तत OA से पहले धन ददशा में घूमकर 
∠BOA = 90° बनाती है और कफर ऋण ददशा में घूमकर पररमाण में θ के बराबर ∠BOP’ 
बनाकर अपनी नयी जस्त्र्तत OP' पर आकर रुक िाती है। तब, 

∠AOP’ = 90° – θ 
माना कक  OP=OP' 
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त्रिकोिमितीय फलन 03 

 
त्रिकोिमितीय अनुपातों को कोि के त्रिकोिमितीय अनुपातों के पदों िें 
व्यक्त करना 
माना कक कोई पररक्रामी रेखा OA. अपनी प्रारजभभक जस्त्र्तत OA से धन ददशा (वामावतथ) में 
घूमकर ∠POA=θ कोण बनाकर OP पर जस्त्र्र हो िाती है। 
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पुनः माना कक पररक्रामी रेखा OA, अपनी प्रारजभभक जस्त्र्तत OA से धन ददशा (वामावतथ) में 
पहले ∠BOA = 90° से घूमकर OB जस्त्र्तत पर आती है तर्ा कफर धन ददशा में ∠P’OB = 
θ से पुनः घूमकर अतत में OP' जस्त्र्तत पर आती है। तब, 
∠P’OA = 90° + θ 
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कोि (n.360°±θ) के त्रिकोिमितीय अनुपातों को कोि θ के त्रिकोिमितीय 
अनुपातों के पदों िें व्यक्त करना 
हम िानत ेहैं कक यदद कोई पररक्रामी रेखा अपनी प्रारजभभक जस्त्र्तत से +θ या -θ कोण से 
घूमकर, पुनः एक पूरा चक्कर (1.360°), दो पूरे चक्कर (2.360°), तीन पूरे चक्कर (3.360°), 
........धन/ऋण ददशा में लगाये, तो उसकी अपनी पूवथ जस्त्र्तत में कोई पररवतथन नहीं होता है। 
फलस्त्वरूप, कोण (n.360°±θ) के त्रिकोणममतीय अनुपात वही होंगे िो ±θ के हैं, िहााँ n एक 
पूणाांक संख्या (धन/ऋण) है। 
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उदाहरि- 
उदाहरि: तनभन के मान ज्ञात कीजिए: 

(i) sin (-1485°) 
(ii) cos (390°) 
(iii) tan (330°) 

हल: 
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त्रिकोिमितीय फलन 03 

योग सूि (Addition Formulae) 
(i) sin (A+B) = sinAcosB + cosAsinB 
(ii) cos (A+B) = cosAcosB – sinAsinB 
(iii) tan(A+B) = tanA+tanB

1−tanAtanB
 

सत्यापन: माना कक पररक्रामी रेखा OP, अपनी प्रारजभभक जस्त्र्तत OA से धन ददशा में घूमकर 
∠AOB = A बनाती है। तत्पश्चात ्धन ददशा में पुनः घूमकर ∠BOC = B बनाती है और 
OC की जस्त्र्तत में जस्त्र्र हो िाती है। स्त्पटि है कक 

 
∠AOC = A+B. अब OC पर कोई त्रबतद ुP मलया और P से OA तर्ा OB पर क्रमशः लभब 
PM तर्ा PN िाला। 
अब धचि के अनुसार, 
पुनः N से PM पर NR तर्ा OA पर NQ लभब िाले। तब, 
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व्यवकलन सूि (Subtraction Formulae) 

(i) sin(A-B) = sinAcosB – cosAsinB 
(ii) cos(A-B) = cosAcosB + sinAsinB 
(iii) tan(A-B) = tanA−tanB

1+tanAtanB
 

सत्यापन: माना कक पररक्रामी रेखा OP अपनी प्रारजभभक जस्त्र्तत OA से धन ददशा में घूमकर 
∠AOB = A बनाती है। तत्पश्चात ्ऋण ददशा में ∠BOC = B बनाती है और OC की जस्त्र्तत 
में जस्त्र्र हो िाती है। स्त्पटि है कक 
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OC पर कोई त्रबतद ुP मलया। P से OA तर्ा OB पर क्रमशः लभब PM तर्ा PN िाले। 
पुनः N से OA पर NQ तर्ा बढाई गई रेखा MP पर NR लभब िाले। स्त्पटितः 
∠RPN = 90° - ∠PNR = ∠RNB = ∠QON = A 
अब धचि के अनुसार, 
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त्रिकोिमितीय फलन 03 

 
मसद्ध कीष्िए (Prove that) 

(i) cot(A+B) = cotAcotB−1

cotB+cotA
 

(ii) cot(A+B) = cotAcotB−1

cotB+cotA
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उदाहरि- 
उदाहरि: cos 15° का मान ज्ञात कीजिए। 
हल: 
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उदाहरि: tan 105° का मान ज्ञात कीजिए। 
हल: 

 

 
गुिनफलों और योगफलों का पारस्पररक रूपान्तरिः त्रिकोिमितीय 
सववसमिकाए ँ
A. गुिनफलों का योग और अन्तर िें रूपान्तरि: 
हम िानत ेहैं कक, 
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sinAcosB + cosAsinB = sin(A+B) .......(1) 
तर्ा  sinAcosB - cosAsinB = sin(A-B)  ….....(2) 
अतः समी. (1) व (2) को िोड़ने पर, 
2sinAcosB = sin(A+ B)+sin(A-B)   ...(3) 
पुनः समी. (1) में से समी. (2) को घिान ेपर, 
2cosAsinB = sin(A+B) - sin(A-B)  ...(4) 
समी. (3) व (4) की सहायता से हम sine व cosine के गणुनफल को sines के योग व 
अततर के रूप में प्रकि करत ेहैं। 
पुनः हम िानत ेहैं कक, 

cosAcosB - sinAsinB = cos(A+B)  ...(5) 
तर्ा  cosAcosB + sinAsinB = cos(A-B)  ...(6) 
अतः समी. (5) व समी. (6) को िोड़ने पर, 
2cosAcosB = cos(A+B) + cos(A-B)  …(7) 
समी. (6) में से समी. (5) को घिान ेपर, 
2sinAsinB = cos(A-B) - cos(A+B)    ...(8) 
समी. (7) व (8) से हम दो cosines व दो sines के गुणनफल को cosines के योग व अततर 
के रूप में प्रकि करत ेहैं। 
B. योग और अन्तर का गुिनफलों िें रूपान्तरि: 
समी. (3),(4),(7) व (8) को क्रमशः तनभन प्रकार से मलख सकते हैं : 
sin(A+B) + sin(A-B) = 2sinAcosB   ...(1) 
sin(A+B) - sin(A-B) = 2cosAsinB  ...(2) 
cos(A+B) + cos(A-B) = 2cosAcosB   ...(3) 
cos(A-B) - cos(A+B) = 2sinAsinB   ...(4) 
अब मान मलया िाये कक A+B = C तर्ा A–B = D 

तब A = C+D

2
 तर्ा B = C−D

2
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अतःA और B के इन मानों को समी. (1), (2), (3) व (4) में प्रततस्त्र्ावपत करने पर हमें 
क्रमशः तनभन सूि प्राप्त होंगे: 

 

 
उदाहरि- 
उदाहरि: मसद्ध कीजिए कक- 
sinA + 2sin3A + sin5A

sin3A + 2sin5A + sin7A
=

sin3A

sin5A
. 

हल: 
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उदाहरि: मसद्ध कीजिए कक 
sin(x − y) + sinx + sin(x + y)

cos(x − y) + cosx + cos(x + y)
= tanx 

हल: L.H.S. 
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त्रिकोिमितीय सववसमिकाएँ (Trigonometrical Identities) 
यदद कोई समीकरण उसमें आने वाली अज्ञात रामश अर्वा रामशयों के प्रत्येक मान से सततुटि 
होता है तो वह सवथसममका (Identity) कहलाता है। उदाहरण के मलए बीिीय समीकरण 
(a+b)2 = (a-b)2 + 4ab, 
a तर्ा b के सभी वास्त्तववक मानों के मलए सदैव सत्य है। इसे हम बीिीय सवथसममका 
(Algebraic identity) की संज्ञा प्रदान करते हैं। इसी प्रकार त्रिकोणममतीय समीकरण, 
 sin2A + cos2A = 1 
A के प्रत्येक वास्त्तववक मान के मलए सदैव सत्य है। अतः यह एक त्रिकोणममतीय सवथसममका 
हुई। 
यदद कोई सवथसममका कुछ प्रततबतधों के सार् सत्य हो तो उसे प्रततबजतधत सवथसममका कहते हैं। 
उदाहरण के मलए यदद A+B+C = π हो, तो 
tanA + tanB + tanC = tanAtanBtanC एक प्रततबजतधत सवथसममका है। हम इसी प्रकार 
की सवथसममकाओं का अध्ययन करेंगे। 

त्रिभुि के कोिों A,B,C से सम्बष्न्धत कुछ त्रिकोिमितीय सववसमिकाएँ 
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कुछ िहत्वपूिव सम्बन्ध (Some Important Relations) 
प्रततबजतधत सवथसममकाओ ंसे सभबजतधत प्रश्नों में प्रततबतध A+B+C = π (अर्वा अतय) के 
ददये होने पर हम कुछ महत्वपूणथ उपयोगी सभबतध स्त्र्ावपत कर लेत ेहैं जिनकी सहायता से 
प्रश्नों को हम सरलतापूवथक हल कर सकते हैं। ये नीचे ददये िा रहे हैं: 

1. यदद A + B + C = π हो, तो 
s i n (A+B) = s in (π-C ) = s i nC 
s i n (B+C) = s in (π-A ) = s i nA 
s i n (C+A) = s in (π-B ) = s i nB 
cos (A+B) = -cosC 
cos (B+C) = -cosA 
cos (C+A) = -cosB 
tan (A+B) = - tanC 
tan (B+C) = - tanA 
tan (C+A) = - tanB 
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2. यदद A+B+C = π
2
 हो, तो 

sin (
A + B

2
) = cos

C

2
 

sin (
B + C

2
) = cos

A

2
 

sin (
C + A

2
) = cos

B

2
 

cos (
A + B

2
) = sin

C

2
 

cos (
B + C

2
) = sin

A

2
 

cos (
C + A

2
) = sin

B

2
 

tan (
A + B

2
) = cot

C

2
 

tan (
B + C

2
) = cot

A

2
 

tan (
C + A

2
) = cot

B

2
 

उदाहरि- 
उदाहरि: यदद A + B + C = π हो, तो मसद्ध कीजिए कक- 
sin2A + sin2B - sin2C = 4cosAcosBsinC 
हल: बायााँ पि = sin2A + sin2B - sin2C 

= 2sin(A+B)cos(A-B) - 2sinCcosC 
= 2sin(π-C)cos(A-B) -2sinCcosC, 

[∵ A+B+C = π] 
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= 2sinCcos(A-B) - 2sinCcosC 
= 2sinC[cos(A-B) + cos(A+B)] 
= 2sinC.2cosAcosB 
= 4cosAcosBsinC 
= दायााँ पि। यही मसद्ध करना र्ा। 

उदाहरि: यदद A + B + C = π हो, तो मसद्ध कीजिए- 
cos2A + cos2B + cos2C = -1-4cosAcosBcosC 

हल: बायााँ पि = cos2A+cos2B+cos2C 
= 2cos(A+B)cos(A-B)+2cos 2c-1 
= 2cos(π-C)cos(A-B)+2cos 2c-1, 

[∵A+B+C=7] 
=-2cosCcos(A-B)+2cos 2c-1 
=-1-2cosC[cos(A-B)+cosC] 
=-1-2cosC[cos(A-B)-cos{  π- (A+B)}] 
=-1-2cosC[cos(A-B)+cos(A+B)] 
=-1-2cosC.2cosAcosB 
=-1-4cosAcosBcosC 
= दायााँ पि। यही मसद्ध करना र्ा। 

त्रिकोिमितीय फलनों के लेखाचिि 
बीिगणणत में हम फलन y=f(x) से पररधचत हैं िो स्त्वतति चर x तर्ा आधित चर y के बीच 
सभबतध दशाथता है। y=f(x) का लेखाधचि (Graph) खींचने से यह x और y के बीच के सभबतध 
को दृश्य रूप में प्रदमशथत करता है। 
त्रिकोणममतत में हमने चर कोण x तर्ा इसके त्रिकोणममतीय फलनों को पढा है। इतहें f-फलन 
भी कहत ेहैं। चर कोण x के ववमभतन मानों तर्ा f-फलन के संगत मानों के बीच सभबतध को 
लेखाधचि द्वारा दृश्य रूप में समझा िा सकता है। x को ववमभतन मान देकर तर्ा f-फलन के 
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संगत मान प्राप्त करके उतहें ग्राफ पेपर पर अंककत करने से हमें ववमभतन त्रबतद ुप्राप्त होत ेहैं 
जिनको मुक्त हस्त्त से ममलाने पर एक वक्र प्राप्त होता है िो y= fox) का लेखाधचि तनरूवपत 
करता है। 
भौततक शास्त्ि के अततगथत ववमभतन घिनाओं िैसे, रेडियो तरंगों, ध्वतन तरंगों, प्रकाश तरंगों, 
प्रत्यावती ववद्युत ्धारा, सरल आवतथ गतत आदद का अध्ययन करते समय हमें ऐसे त्रिकोणममतीय 
फलनों के रेखाधचि की सहायता लेनी पड़ती है। 

लेखाचिि खीींिन ेकी ववचध (Method of Drawing a Graph) 
त्रिकोणममतीय फलनों के लेखाधचि खींचने के मलए तनभन ववधध अपनाते हैं- 

(i) ग्राफ पेपर पर Ox और OY परस्त्पर समकोणणक तनदेश अि खींचते हैं। 
(ii) समान अततराल में कोणों का मान लेत ेहैं तर्ा प्रत्येक कोण के संगत त्रिकोणममतीय 

फलन का मान दशमलव के दो स्त्र्ानों तक शुद्धतापूवथक ज्ञात करत ेहैं। 
(iii) अब ववमभतन कोणों एवं उनके फलनों के मान स ेसभबजतधत सारणी बनाते हैं। 
(iv) तनदेशािों पर उधचत पैमाना लेत ेहैं तर्ा X-अि पर ववमभतन कोणों को तर्ा Y-अि पर 

ददये हुए फलन को तनरूवपत करत ेहैं। 
(v) सारणी से मानों के प्रत्येक युग्म के संगत ग्राफ पेपर पर एक-एक त्रबतद ुआलेणखत करत े

हैं। 
(vi) इस प्रकार प्राप्त सभी त्रबतदओुं से होकर धचकना वक्र खींचत ेहैं। यही अभीटि वक्र होता 

है। 

त्रिकोिमितीय फलनों के आवतवनाींक 
यदद ककसी फलन f(x) के मलए कोई लघुतम धनात्मक वास्त्तववक संख्या p ऐसी हो कक 
f(x+p)=f(x), तो फलन f(x) आवती फलन कहलाता है तर्ा तयूनतम धनात्मक वास्त्तववक संख्या 
p फलन का आवतथनाकं कहलाता है। 
त्रिकोणममतीय फलनों sinx, cosx, cosecx तर्ा secx का आवतथनाकं 2 π है क्योंकक 
sin(x+2π) = sinx,   cos(x+2π) = cosx 
cosec(x+2 π) = cosecx,  sec(x+2π) = secx 
फलनों tanx तर्ा cotx का आवतथनाकं π है, क्योंकक 

tan(x+π) = tanx,  cot(x+π) = cotx 
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टिप्पिी: tan(x+2π) = tanx तर्ा cot(x+2π) = cotx होता है कफर भी इनका आवतथनाकं 
2π न होकर π है क्योंकक π लघुतम है। 

फलनों sin bx, cos bx, cosec bx, sec bx का आवतथनांक 2π

|b|
 होता है, क्योंकक 

sin bx = sin(bx +2π) = sin[b (x +
2π

b
)] 

तर्ा  cos bx = cos(bx+2π) = cos[b (x +
2π

b
)] 

यहााँ आवतथनाकं में |b| इसमलए मलया गया है ताकक आवतथनाकं धनात्मक वास्त्तववक संख्या हो। 

इसी तरह sin(bx+c), cos(bx+c), cosec(bx+c), sec(bx+c) का आवतथनाकं 2π

b
  तर्ा 

tan(bx+c), cot(bx+c) का आवतथनांक π
b
 में होता है। 

उदाहरि- 
उदाहरि: (i) sin3x, (ii) cos2x, (ii) tanx

3
, तर्ा (iv) sec2x

5
 के आवतथनांक मलणखए। 

हल: 
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फलनों के आयाि (Amplitude of Functions) 
यदद फलन f(x) द्वारा ग्रहण ककया गया अधधकतम मान M तर्ा तयूनतम मान m हो, तो f(x) 
का आयाम A = M−m

2
=

1

2
 [फलन के अधधकतम व तयूनतम मानों का अततर] 

उदाहरि: (i) sinx, (ii) 3cosx तर्ा (iii) 2
3
sin(4x+7) के आयाम ज्ञात कीजिए। 

हल:  (i) sin x का आयाम =1−(−1)

2
 =1       उत्तर 

(ii) 3 cos x का आयाम = 3(−3)

2
= 3      उत्तर 

(iii) 2
3
sin(4x + 7) का आयाम 

2

3
−(−

2

3
)

2
=

2

3
     उत्तर 

क्योंकक sin(4x +7) का अधधकतम मान 1 तर्ा तयूनतम मान -1 होता है। 

y = sinx का लेखाचिि (Graph of y = sin x) 
हम िानत ेहैं कक sinx एक आवती फलन है जिसका आवतथनांक 2π है। मानलो अततराल 
[0,2π] में y = sinx का लेखाधचि खींचना है। अतः हम अततराल [0,2π] में x को ववमभतन 
मान देकर sinx के संगत मान ज्ञात करते हैं। 
तनभन सारणी में x के ववमभतन मानों के संगत sin x के मान दशमलव के दो स्त्र्ानों तक 
शुद्धतापूवथक ददये गये हैं: 

 
अब ग्राफ पेपर पर X-अि और Y-अि खीचंते हैं तर्ा X-अि पर 1 छोिा खाना = 10∘ =

π

18
 

और Y-अि पर 1 छोिा खाना = 0.1 इकाई लेत े हैं। तत्पश्चात ् सारणी से प्राप्त युग्मों 
{(0°,0),(30°,0-5),(60°,087),.....} के संगत त्रबतद ु ग्राफ पेपर पर आलेणखत करते हैं। इन 
त्रबतदओु ंको धचकने वक्र (Smooth curve) द्वारा ममला देत ेहैं, जिससे तनभनानुसार लेखाधचि 
प्राप्त होता है- 
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x के सभी वास्त्तववक मानों के मलए sinx का लेखाधचि तनभन है- 

 
लेखाचिि की ववशेषताएँ- (i) के सभी मानों के मलए लेखाधचि सतत ्है। 
(ii) लेखाधचि y=-1 से y =1 के मध्य जस्त्र्त है। 
(iii) अततराल [0,2π] में एक चक्र पूणथ होता है। अतः क्रममक अततरालों [2 π,4 π],[4 

π,6π],...... में वक्र दहुराया िा सकता है। 
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(iv) वक्र के महत्तम व तयूनतम कोदि के त्रबतदओु ंको नतत पररवतथन त्रबतद ु(Turning point) 
कहत ेहैं। ये (π

2
, 1) , (

3π

2
, −1) है। 

y = cos x का लेखाचिि 
एक आवती फलन है जिसका आवतथनाकं 2π है। मानलो, अततराल [0,2π] में y = cosx का 
लेखाधचि खींचना है। अतः अततराल [0,2π] में x को ववमभतन मान देकर y = cosx" के संगत 
मान ज्ञात करते हैं। ये मान तनभन सारणी में ददये गये हैं- 

 
युग्मों {(0°,1), (30°,0-87), (60°,0-5), ....} के मलए ग्राफ पेपर पर त्रबतद ुआलेणखत कर उतहें 
ममलाने पर तनभनानुसार लेखाधचि प्राप्त होता है- 
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x के सभी वास्त्तववक मानों के मलए लेखाधचि तनभनानुसार है- 

 
लेखाधचि की ववशेषताएाँ- (i) मुख्य अततराल [0, 2π] में एक चक्र पूणथ होता है। अतय अततरालों 
[-2π,0], [2π,4π],..... में वक्र दहुराया िा सकता है। 
(ii) लेखाधचि सतत ्है अर्ाथत x के सभी मानों के मलए cosx का अजस्त्तत्व है। 
(iii) कोदियों y=-1 तर्ा y=+1 के मध्य सभपूणथ चक्र जस्त्र्त है। 
(iv) नतत पररवतथन त्रबतद ु(0, 1), (π,-1), (2π, 1)........ है। 

y = tanx का लेखाचिि 
हम िानते हैं कक tan x आवती फलन है। इसका आवतथनाकं π है। मानलो हमें अततराल [0,π] 
में y = tanx का लेखाधचि खींचना है। अतः हम अततराल [0, π] में x को ववमभतन मान देकर 
y के संगत मान ज्ञात करत ेहैं। तनभन सारणी में अततराल [0, π] में जस्त्र्त x के ववमभतन 
मानों के संगत y के शुद्ध मान दशमलव के दो अकंों तक ददये गये हैं 

 
X-अि पर 1 छोिा खाना = 10° या π/18 और Y-अि पर 10 छोिे खाने = 1 इकाई लेकर 
प्राप्त युग्मों {(0°,0), (30°,0.58), (60°,1.73),......} के संगत त्रबतद ुआलेणखत करते हैं। इन 
त्रबतदओु ंको ममलाने पर तनभनानुसार वक्र प्राप्त होता है 
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चूाँकक tan(-x)=-tanx होता है, अतएव यदद वक्र पर कोई त्रबतद ु(x, tan x) है तो उस वक्र पर 
(-x,-tan x) त्रबतद ुअवश्य ही होगा। अत: वक्र सभमुख चतुर्ाांशों (Opposite quadrants) में 
समममत है। 
इस प्रकार x के ववमभतन वास्त्तववक मानों के मलए y= tanx का लेखाधचि  
पार्श्ाानुसार होगा- 
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लेखाचिि की ववशेषताएीं- 

(i) x =
π

2
,
3π

2
,
5π

2
… .. के मलए फलन y = tan x पररभावषत नहीं है। अतः इन 

त्रबतदओु ंपर tan x असतत (Discontinuous) है। 
(ii) tanx कोई वास्त्तववक संख्यात्मक मानः-∞ से +∞ तक रख सकता है,। 
(iii) π लभबाई के क्रममक अततरालों में ग्राफ दहुराया िाता है। 
(iv) खड़ी रेखाएाँ, जिनकोः वक्र स्त्पशथ करने की चेटिा तो करता है ककतत ुस्त्पशथ नही ंकर 
पाता है, अनतत स्त्पमशथयााँ (Asymptotes) कहलाती हैं। 

दिप्पणी: -y= cotx का लेखाधचि- हम िानते हैं कक 

tan (
π

2
− x) = cotx 

इसमें x=0 रखने पर tanπ

2
 = cot0. अतः cotx का लेखाधचि tanx 

के लेखाधचि को XX' के समाततर π
2
 इकाई बायीं ओर स्त्र्ानाततररत करने पर प्राप्त हो िायेगा। 

y = asinx और y = acosx के लेखाचिि 
Y = asinx एक आवती फलन है, जिसका आवतथनाकं 2π तर्ा आयाम a है। अतः इसका 
लेखाधचि y = sinx के अनुरूप होगा। अततर केवल इतना है कक y=asinx के ककसी त्रबतद ुकी 
कोटि ्क्र y = sin x के संगत बिन्द ुकी कोटि की a गुनी होगी। इसी प्रकार, y= a cosx का 
आ्तानांक 2π तथा आयाम a है। अतः इसका लेखाचित्र y = cosx के अनुरूप ही होगा। अन्तर 
के्ल इतना होगा कक ्क्र y=acosx के ककसी बिन्द ुकी कोटि ्क्र y= cosx पर संगत बिन्द ु
की कोटि की a गुनी होगी। 

उदाहरण- 
उदाहरण: y=2 sin x का आलेख िनाइए जिकक का मान 0 से 2π तक है। 

अथ्ा 
y= 2 sin x का ग्राफ खींचिए तथा व्शेषताए ंिताइए। 

हल: y=2 sinx एक आ्ती फलन है, जजसका आ्तानाकं 2π तथा आयाम 2 है। ननम्नललखखत 
सारणी में अन्तराल [0,2π] में x के व्लिन्न मानों के संगत y=2 sinx के मान टदये गये हैं- 
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ग्राफ पेपर पर X और Y ननदेशांक िनाते हैं तथा उपयुाक्त मानों के प्रत्येक युग्म (0°,0), 
(30°,1), (60°,1.74), ...... इत्याटद के संगत एक-एक बिन्द ुका आलेखन करत ेहैं। इन बिन्दओु ं
को लमलाने पर ननम्नानुसार अिीष्ि ्क्र प्राप्त होता है- 
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्क्र की व्शेषताएँ- (i) फलन का आयाम 2 है जो sinx के आयाम का दगुुना है। 
(ii) शेष व्शेषताए ँy = sin x के समान हैं। 

उदाहरण- y = 3 cos x का आलेख िनाइए जिकक x का मान 0 से 2π तक है। इस आलेख 
की व्शेषताएँ िताइए। 
हल: y=3 cosx एक आ्ती फलन है, जजसका आ्तानांक 2π तथा आयाम 3 है। ननम्न सारणी 
में अन्तराल [0, 2π] में x के व्लिन्न मानों के संगत y=3 cosx के मान टदये गये हैं- 

 
ग्राफ पेपर पर X और Y-ननदेशाकं लेत ेहैं तथा बिन्दओु ं(0°.3), (30°,2.61), (60°,1.5),....... 
इत्याटद का आलेखन कर उन्हें लमलान ेपर ननम्न ्क्र प्राप्त होता है- 
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वक्र की ववशेषताएँ- (i) फलन का आयाम 3 है जो फलन y = cos x के आयाम का नतगुना 
है। 

(ii) शेष व्शेषताए ँफलन y = cosx के लेखाचित्र की िाँनत ही हैं। 

y=asin bx तथा y=acos bx के लेखाचित्र 
यटद b≠0 तो y = sin bx तथा y= sinx की तुलना करने पर हम देखत ेहैं कक 0≤sin br≤1 
तथा 0≤sinx≤1. अतः दोनों फलनों का आयाम 1 है। 
पुनः sin(bx +2π) = sin bx 
या sinb (x +

2π

b
) = sin bx 

अत: sin bx का आ्तानाकं 2π

|b|
 है। (आ्तानांक धनात्मक लेने के ललए b का ननरपके्ष मान 

ललया गया है।) 
इस प्रकार y=asin bx का आयाम a तथा आ्तानांक 161 है। अतःy=asin br का लेखाचित्र 
y= sinx के अनुरूप ही होगा। 

इस प्रकार y=acosbr का आयाम तथा आ्तानाकं 2π

|b|
 है। अतः इसका लेखाचित्र y = cosx के 

अनुरूप होगा। 

Y = asin (bx+c) और y = a cos(bx+c) के लेखाचित्र 
हम जानत ेहैं y = asin bx में यटद bx = 0 ति y = 0 अथाात ्लेखाचित्र का प्रारजम्िक बिन्द ु
y = 0 तिी होगा जि bx = 0 अथाात ्x = 0

b
 या x = 0. 

इसी प्रकार y=asin(bx+c) में bx+c=0 रखने पर y= 0 प्राप्त होता है। अतः लेखाचित्र का 
प्रारजम्िक बिन्द ुy = 0 तिी होगा, जिकक bx+c = 0 या x =−c

b
, अथाात ्अि लेखाचित्र का 

प्रारजम्िक बिन्द ुमूलबिन्द ुसे िायी ंओर c
b
 इकाई हि जायेगा। दसूरे शब्दों में, y= asin(bx +c) 

का लेखाचित्र X-अक्ष पर y = asin bx के लेखाचित्र से c

b
 इकाई िायीं ओर हि जायेगा। 

इसी प्रकार, y=asin(bx-c) का लेखाचित्र X-अक्ष पर y= asin bx के लेखाचित्र से c

b
 इकाई 

दाटहनी ओर स्थानान्तररत हो जायेगा। 
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पुनः हम देखत ेहैं कक y= acos bx में यटद bx =π

2
 ति y=0 अथाात ्लेखाचित्र का प्रारजम्िक 

बिन्द ुy=0 तिी होगा जि bx =π

2
 या x= π

2b
. 

इसी प्रकार, y = acos(bx+c) में bx+c=π

2
 में रखने पर y= 0 प्राप्त होता है। अत: लेखाचित्र 

का प्रारजम्िक बिन्द ुy= 0 तिी होगा जिकक bx+c= π
2
  या x= π

2b
−

c

b
 अथाात ्अि लेखाचित्र 

का प्रारजम्िक बिन्द ु π

2b
 से िायीं ओर c

b
 इकाई हि जायेगा। दसूरे शब्दों में, y=acos(bx+c) का 

लेखाचित्र X-अक्ष पर y = acosbx के लेखाचित्र से c

b
 इकाई िायी ंओर हि जायेगा। 

इसी प्रकार, y= acos(bx-c) का लेखाचित्र X-अक्ष पर y= acos bx के लेखाचित्र से c

b
 इकाई 

दाटहनी ओर हि जायेगा। 

उदाहरण: फलन y = sin(x+π

3
) का लेखाचित्र खीचंिए। 

हल: y= sin(x+π

3
) एक आ्ती फलन है, जजसका 2π

b
=

2π

1
= 2 है। 

फलन के ललए x,y के संगत मानों की सारणी ननम्न है- 

 
ग्राफ पेपर पर ननदेशाक्ष खींिकर बिन्दओु ं(0°,0.87), (π

6
,1) (π

6
,0.87 )..... को आलेखखत कर 

उन्हें लमलाने पर ननम्नानुसार ्क्र प्राप्त होता है- 
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टिप्पिी: इस ्क्र में अनुच्छेद y=sin x का लेखा चित्र िी टदया गया है। 

त्रिकोिमितीय सिीकरि (Trigonometrical Equations) 
वह समीकरण जिसमें एक या अधधक अज्ञात कोणों के त्रिकोणममतीय फलनों का समावेश हों, 
त्रिकोणममतीय समीकरण कहलाता है। 

िैसे- cosθ =
√3

2
; sinx =

1

2
; = cosmx 

tanx + tan2x + tan3x = 0; sin2θ-cosθ=1

4
 इत्यादद। 

त्रिकोिमितीय सिीकरिों के िूल 
अज्ञात कोणों (या चर रामशयों) के व ेमान िो ददये गये त्रिकोणममतीय समीकरण को सततुटि 
करत ेहैं, उसके मूल कहलाते हैं। 

िैसे- cosθ=1

2
 के मूल θ= 60° या π

3
 तर्ा θ=300° या 5π

3
 हैं, क्योंकक 0= 60° तर्ा 360° 

रखन ेपर cosθ=1

2
 सततुटि होता है। 

त्रिकोिमितीय सिीकरि का हल 
त्रिकोणममतीय समीकरण के सभी सभभव मूलों का समुच्चय उसका हल कहलाता है। 
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िुख्य हल (Principal Solution)- व ेमल िो 0 से 2π (0° से 360°) के मध्य जस्त्र्त होते 
हैं, मुख्य हल कहलात ेहैं। 

उदाहरणार्थ, sinθ =
1

√2
 को सततुटि करने वाले θ के मान िो 0° से 360° के बीच हैं, 45° 

व 135° हैं। अतः समीकरण के मुख्य हल θ= 45°,135° हुए। 
व्यापक हल (General Solution)- त्रिकोणममतीय फलनों के आवती गुणों के कारण 
त्रिकोणममतीय समीकरण को सततुटि करने वाले कोणों के मान संख्या में अनतत होत ेहैं। θ के 
वे सभी मान जिस व्यापक व्यंिक से तनरूवपत होत ेहैं, समीकरण का व्यापक हल कहलाता है। 
सिीकरिों के व्यापक हल (General Solution of Equations) 
(i) Sinθ = 0 का व्यापक हल- माना कक पररक्रामी रेखा OP अपनी प्रारजभभक जस्त्र्तत OX से 

घूमकर ∠POX = θ बनाती है। तब PM⊥LOX खींचने पर समकोण त्रिभुि OMP में, 

sin θ =
PM

OP
 

 
स्त्पटि है कक sinθ= 0 होगा यदद PM = 0 
इस जस्त्र्तत में OP ककरण OX⃗⃗⃗⃗  ⃗ या OX⃗⃗⃗⃗  ⃗′ से संपाती होगी। 
िब OP, OX⃗⃗⃗⃗  ⃗ पर है, तो 
θ=0,±2π,±4π,...... 
और िब OP, OX⃗⃗⃗⃗  ⃗′ पर है, तो 
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Θ = ±π, 3π, 5π,....... 
Θ = 0, ±π, ±2 π, ±3 π, ±4 π,...... 
=T का पूणाांक गणुि। 
अतः sinθ=0 का व्यापक हल है: 
θ=nπ, िहााँ n∈l. 

(ii)  Cosθ = 0 का व्यापक हल- 
चूाँकक cosθ= OM

OP
 = 0 होगा, यदद OM = 0 अर्ाथत ्OP, OY या OY’ जस्त्र्तत में हो। 

∴   θ =
π

2
,
3π

2
,
5π

2
,     ......... (धनात्मक ददशा में) 

या  θ =
−π

2
,
−3π

2
,
−5π

2
,0     ......... (ऋणात्मक ददशा में) 

अतः θ = ±(
π

2
का ववषम गणुि) 

∴ व्यापक हल, θ= (2n+1)π
2
, िहााँ n∈l अर्ाथत ्n कोई पूणाांक है। 

(iii) tanθ= 0 का व्यापक हल- 

tanθ = PM

OM
 = 0 तभी होगा िब PM = 0. 

अतः (i) की तरह व्यापक हल, θ=nπ. िहााँ n∈I. 
(iv) cosθ=1 का व्यापक हल- 

cosθ=OM

OP
=1 तभी होगा िब OM=OP अर्ाथत OP, OX के संपाती हो, तब 

θ = 0, 2π, ±4π, ±6π,......... 
अतः व्यापक हल, θ=2nπ, िहााँ n∈l. 

(v) cotθ = 0 का व्यापक हल: 
∵  cotθ = cosθ

sinθ
 = 0 तो cosθ = 0. 

अत: cotθ = 0 का व्यापक हल, 
θ = (2n + 1)

π

2
, िहााँ n∈l. 
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दिप्पणी: cosecθ = 0 और secθ = 0 के कोई हल नहीं होते क्योंकक cosecθ,secθ का 
मान कभी भी शूतय नहीं होता है। 
इनका परास cosecθ|≥1 व secθ≥1 होता है। 

उन सब कोिों के मलए व्यापक व्यींिक ज्ञात करना ष्िनकी ज्या एक ही है 
मानलो समीकरण sinθ=sinα है, िहााँ α समीकरण को सततुटि करने वाला तयूनतम कोण 
है। 
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उन सब कोिों के मलए व्यापक व्यींिक ज्ञात करना ष्िनकी कोज्या एक 
ही है 
माना कक समीकरण cosθ = cosα है, िहााँ α समीकरण को सततुटि करने वाला तयूनतम 
कोण है। 
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उन सबकोिों के मलए व्यापक व्यींिक ज्ञात करना ष्िनकी स्पशवज्या एक 
ही है 
माना कक समीकरण tanθ= tanα है, िहााँ α समीकरण को सततुटि करने वाला तयूनतम 
कोण है। 
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सिीकरि sin2θ = sin2α का व्यापक हल 
ददया है:   sin2θ = sin2α 
∴   sinθ = ±sinα 

यदद    sinθ = +sinα 
तो    θ = nπ+(-1)nα  …..(1) 

तर्ा यदद  sinθ = -sinα 

तो   θ = nπ-(-1)nα  …..(2) 
समी. (1) और (2) को ममलाकर मलखन ेपर, 
Θ = nπ±α, िहााँ n∈l    .....(3) 
टिप्पिी: cosec2θ = cosec2α का भी व्यापक हल, 
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Θ = nπ±α होगा। 

सिीकरि cos2θ = cos2α का व्यापक हल 

 
टिप्पिी: sec2θ = sec2α का भी व्यापक हल θ = nπ±α होगा। 

सिीकरि tan2θ = tan2α का व्यापक हल 
ददया है:    tan2θ = tan2α 

⇒     tanθ = ±tanα 
यदद    tanθ = +tanα 

तो     θ = nπ+α   …(1) 
तर्ा यदद   tanθ = -tanα 

तो     θ = nπ-α   …(2) 
समी. (1) और (2) को ममलाने पर, 

θ = nπ±α. 
टिप्पिी: 

(i) cot2θ = cot2α का भी व्यापक हल θ = nπ±α होगा। 
(ii) स्त्पटि है कक द्ववघात समीकरणों sin2θ = sin2α, cos2θ = cos2α, tan2θ = tan2α 

इत्यादद का व्यापक हल θ = nπ±α है। 
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स्ितृत-सहातयका (Aid to Memory) 

 
ववमभन्न प्रकार के त्रिकोिमितीय सिीकरि 
(A) व ेसिीकरि ष्िनिें िर कोि का एक ही त्रिकोिमितीय फलन होः 
इस प्रकार के समीकरणों को ऐसे रूप में प्राप्त कर लेत ेहैं कक त्रिकोणममतीय फलनों के घात 
धनात्मक पूणाांक हों तर्ा रूपाततरण द्वारा केवल साधारण फलन sinθ, cosθ या tanθ में से 
एक रह िाये। 

उदाहरि- 
उदाहरि: तनभन समीकरणों का व्यापक हल ज्ञात कीजिए 

(i) sinθ
√3

2
 

(ii)  tanθ = 1 
(iii) Sinθ = −

1

2
 

(iv) √3tanθ + 1 = 0 
(v) cosecθ = 2 
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उदाहरि: समीकरण |sinx| = 1

2
 को हल कीजिए। 

हल: ददया है: |sinx| = 1
2
 

⇒    |sinx|2 = (1

2
)
2
 

⇒    sin2x = sin2 π

6
 

∴    x = nπ±
π

6
,  िहााँ n∈l.  उत्तर 

 

NCERT SOLUTIONS 
प्रश्नावली 3.1 (पृष्ठ संख्या 62) 

प्रश्न 1 निम्ननिखित निग्री माप के संगत रेनियि माप ज्ञात कीनिए। 

(i) 25° 
(ii) –47° 30 
(iii) 240° 
(iv) 520° 

उत्तर- 
(i)  
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(ii)  

 
(iii)  

 
(iv)  
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प्रश्न 2 निम्ननिखित रेनियि माप के संगत निग्री माप ज्ञात कीनिए (π = 22

7
) का प्रयोग करें : 

(i) 
11

16
 

(ii) −4 
(iii) 

5𝜋

3
 

(iv) 
7𝜋

6
 

उत्तर- 
(i)  

 

 
(ii)  
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(iii)  

 
(iv)  

 
प्रश्न 3 एक-पनिया एक नमिट में 360° पररक्रमण करता िै तो एक सेकंि में नकतिे रेनियि माप का 
कोण बिाएगा? 

उत्तर- पररक्रमण में पनिया द्वारा बिा कोण = 27 रेनियि 

360 पररक्रमण में पनिया द्वारा बिा कोण = 360 × 2π रेनियि 

1 नमिट अर्ाात् 60 सेकण्ड में 360 × 2π रेनियि का कोण बिता िै। 

1 सेकण्ट में चनिया द्वारा बिा कोण = 360×2𝜋

60
= 12𝜋 रेनियि। 

प्रश्न 4 एक वृत्त निसकी निज्या 100 सेमी िै, 22 सेमी िंबाई की चाप वृत्त के केन्द्र पर नकतिे निग्री 
माप का कोण बिाएगी? (𝜋 =

22

7
) का प्रयोग कीनिए। 

उत्तर-  
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प्रश्न 5 एक वृत्त निसका व्यास 40 सेमी. िै, की एक िीवा 20 सेमी. िंबाई की िै तो इसके संगत छोटे 
चाप की िंबाई ज्ञात कीनिए। 
उत्तर- 

व्यास = 40 सेमी 

निज्या = 20 सेमी 
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प्रश्न 6 यनि िो वृत्तो ंके समाि िंबाई वािे चाप अपिे केन्द्रो ंपर क्रमशः  60° तर्ा 75° के कोण बिाते 
िो,ं तो उिकी निज्याओ ंका अिुपात ज्ञात कीनिए। 

उत्तर- 
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प्रश्न 7 75 सेमी िम्बाई वािे एक िोिायमाि िोिक का एक नसरे से िूसरे नसरे तक िोिि करिे से 
िो कोण बिता िै, उसका माप रेनियि में ज्ञात कीनिए, िबनक उसके िोक द्वारा बिाए गए चाप की 
िम्बाई निम्न िैं: 

(i) 10 सेमी 
(ii) 15 सेमी 
(iii) 15 सेमी 

उत्तर- 
(i)  

 

 
(ii)  

 
(iii)  
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प्रश्नावली 3.2 (पृष्ठ संख्या 71) 

प्रश्न 1 निम्ननिखित प्रश्न में अन्य निकोणनमतीय फििो का माि ज्ञात कीनिये: 

cosx = −
1

2
,x नतसरे चतुर्ााश में खथर्नत िै। 

उत्तर-  
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प्रश्न 2 निम्ननिखित प्रश्न में अन्य निकोणनमतीय फििो का माि ज्ञात कीनिये: 

sinx =
3

5
,x िूसरे चतुर्ााश में खथर्नत िै। 

उत्तर- 
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प्रश्न 3 निम्ननिखित प्रश्न में अन्य निकोणनमतीय फििो का माि ज्ञात कीनिये: 

cotx =
3

4
,x तृतीया चतुर्ााश में खथर्नत िै। 

उत्तर- 
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प्रश्न 4 निम्ननिखित प्रश्न में अन्य निकोणनमतीय फििो का माि ज्ञात कीनिये: 

secx =
13

5
,x चतुर्ा चतुर्ााश में खथर्नत िै। 

उत्तर- 
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प्रश्न 5 निम्ननिखित प्रश्न में अन्य निकोणनमतीय फििो का माि ज्ञात कीनिये: 

tanx =
−5

12
, x िूसरे चतुर्ााश में खथर्नत िै। 
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उत्तर-  
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प्रश्न 6 माि ज्ञात कीनिये: 

sin 765° 

उत्तर- 

 
प्रश्न 7 माि ज्ञात कीनिये: 

cosec(−1410)° 

उत्तर- 
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प्रश्न 8 माि ज्ञात कीनिये: 

tan  
19𝜋

3
 

उत्तर- 

 
प्रश्न 9 माि ज्ञात कीनिये: 

sin  
−11𝜋

3
 

उत्तर- 
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प्रश्न 10 माि ज्ञात कीनिये: 

cot  (−
15𝜋

4
) 

उत्तर- 

 
प्रश्नावली 3.3 (पृष्ठ संख्या 81-82) 

प्रश्न 1 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 2 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 

 

 
प्रश्न 3 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 4 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 

 
प्रश्न 5 माि ज्ञात कीनिये: 

(i) sin(75°) 
(ii) tan15° 

उत्तर- 
(i)  
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(ii)  

 

 
प्रश्न 6 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 7 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 8 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 9 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 

 

 
प्रश्न 10 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 11 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 12 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 

 
प्रश्न 13 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 14 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 

 
प्रश्न 15 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 16 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 

 
प्रश्न 17 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 18 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 

 
प्रश्न 19 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 20 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 

 
प्रश्न 21 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 

 

SHIVOM CLASSES - WhatsApp for Notes (8696608541)

SHIV
OM C

LASSES

86
96

60
85

41



 

(86) 
 

त्रिकोिमितीय फलन 03 

 
प्रश्न 22 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 

 

 
प्रश्न 23 नसद्ध कीनिये: 
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उत्तर- 

 

 
प्रश्न 24 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 25 नसद्ध कीनिये: 

 
उत्तर- 
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प्रश्नावली 3.4 (पृष्ठ संख्या 86) 

प्रश्न 1 निम्ननिखित समीकरण का मुख्य तर्ा व्यापक िि ज्ञात कीनिये: 

tanx = √3 
उत्तर- 

 
प्रश्न 2 निम्ननिखित समीकरण का मुख्य तर्ा व्यापक िि ज्ञात कीनिये: 

sec x = 2 

उत्तर- 
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प्रश्न 3 निम्ननिखित समीकरण का मुख्य तर्ा व्यापक िि ज्ञात कीनिये: 

cotx = −√3 
उत्तर- 

 
प्रश्न 4 निम्ननिखित समीकरण का मुख्य तर्ा व्यापक िि ज्ञात कीनिये: 

cosec x = −2 

उत्तर- 
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प्रश्न 5 निम्ननिखित में से प्रते्यक समीकरण का व्यापक िि ज्ञात कीनिए: 

cos 4x = cos 2x 

उत्तर- 
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प्रश्न 6 निम्ननिखित में से प्रते्यक समीकरण का व्यापक िि ज्ञात कीनिए: 

cos 3x + cos x – cos 2x = 0 

उत्तर- 

 

 

 
प्रश्न 7 निम्ननिखित में से प्रते्यक समीकरण का व्यापक िि ज्ञात कीनिए: 

sin 2x + cos x = 0 

उत्तर- 
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प्रश्न 8 निम्ननिखित में से प्रते्यक समीकरण का व्यापक िि ज्ञात कीनिए: 

sec2 2x = 1 – tan 2x 

उत्तर- 
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प्रश्न 9 निम्ननिखित में से प्रते्यक समीकरण का व्यापक िि ज्ञात कीनिए: 

sin x + sin 3x + sin 5x = 0 

उत्तर- 
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ववववध प्रश्नावली (पृष्ठ संख्या 90) 

प्रश्न 1 नसद्ध कीनिए: 

 
उत्तर- 

 

 
प्रश्न 2 नसद्ध कीनिए: 
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उत्तर- 

 
प्रश्न 3 नसद्ध कीनिए: 

 
उत्तर- 

 

 
प्रश्न 4 नसद्ध कीनिए: 
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उत्तर- 

 

 
प्रश्न 5 नसद्ध कीनिए: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 6 नसद्ध कीनिए: 

 
उत्तर- 
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प्रश्न 7 नसद्ध कीनिए: 

 
उत्तर- 

 

 
प्रश्न 8  
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उत्तर- 

 

 

 

SHIVOM CLASSES - WhatsApp for Notes (8696608541)

SHIV
OM C

LASSES

86
96

60
85

41



 

(101) 
 

त्रिकोिमितीय फलन 03 

 

 
प्रश्न 9  

 
उत्तर- 
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प्रश्न 10  

 
उत्तर- 
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